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Capitulo 1
Numeros Reales

Algunos de los siguientes ejercicios aparecen en los textos de Bressoud [3], Hardy [11], Lima [14] y
Pélyay Szego [13].

1. Demuestre que el infimo del conjunto

A::{|c0sn| :neN},
n

Solucion. Como n > 0y |cosn| > 0 tenemos que cero es cota inferior de A. Ademds, en virtud de la pro-

es igual a cero.

piedad Arquimediana, para todo € > 0 existe n > 1 suficientemente grande tal que 0 < @ < % <e.
De donde se obtiene el resultado.

2. Seaa € (0,1). Demuestre que el infimo del conjunto
A:={d":neN},
es igual a cero.

Solucion. Como a > 0 se tiene que cero es cota inferior de A. Por definicién debemos probar que para
todo € > 0 existe np € N tal que a™ < €. En lugar de eso, probaremos, equivalentemente, que para todo
€ > 0 existe ng € N tal que é < a%o Sea x > 0 tal que % = x+ 1. Usamos aqui que a € (0,1). Por la
desigualdad de Bernoulli obtenemos a " = (x+1)" > 1 +nx. Por tanto la sucesién (1/a"), no es acotada
superiormente de donde se obtiene el resultado.

3. Determine el infimo y el supremo del conjunto

A::{mn:m,nEN}.
l4+m+n

Solucion. Vamos a probar que ian:%. Notemos que si m =n =1 entonces % = % La expresion
que define el conjunto A, vista como sucesion, es creciente tanto en m como en 7. Dado que la expresion
] ﬁz’ﬂ es simétrica en m y n, basta probar esta afirmacién en términos de m. En efecto, para todo m,
n € N se tiene que

mn (m+1)n
< .
l+m+n 14+(m+1)+n

Q+m+nm< (m+1)(1+m+n) =
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Por lo tanto el infimo de A se alcanza cuando m = n = 1. Por otra parte, vamos a probar que supA = +oo,

_m-
1+2m*

Como 15 +2m > %, el resultado se obtiene notando que la sucesién (/3),, no es acotada superiormente.

en el sentido de que A no es acotado superiormente. Considerando m = n, obtenemos 7"— =

. Determine el infimo y el supremo del conjunto

_{lrn'n:_n:mGZynGN}.

Solucion. Primero, notamos que el conjunto A esta acotado inferiormente por x = —1 y superiormente
por x = 1. En efecto, para todo m € Z y n € N, se tiene i "‘"Jlrn < 1. A continuacién probaremos que

fan = —1. Sean € > 0 y fijemos n = 1. Por la propiedad Arquimediana existe m € Z negativo tal que
—— < €. Por lo tanto, para todo € > 0 existe m € Z tal que

\ml
1 1
1+ = +m+|m|: <E.
|m|+ 1 |m|+ 1 |m|+1
Es decir, existe m € Z tal que —1 < ‘m‘% < —1+4¢&. Por lo tanto infA = —1. Por otra parte, probaremos

que supA = 1. Para esto fijamos nuevamenente n = 1. Por la propiedad Arquimediana existe m € Z
positivo tal que
m

_ e <8
lm|+1  |m|+1—

Por lo tanto, obtenemos que para todo € > 0 existe m € Z tal que 1 — € < g1 < 1. Por tanto supA = 1.

m\Jrl

. Determine el infimo y el supremo del conjunto

mn

Solucion. Primero probamos que infA = 0. Para esto fijamos n = 1, y notamos que ﬁ < ﬁ < %
Luego, por la propiedad Arquimediana existe m € N suficientemente grande tal que % < € de donde con-
cluimos. Finalmente probamos que supA = %. Por la desigualdad aritmética-geométrica, # < }t. Y
ademds la igualdad se alcanza cuando 4m? = n?, es decir, cuando 2m = n. Por tltimo basta considerar

n =2y m= 1 para probar el resultado.

. Sean A, B C R dos subconjuntos no vacios y acotados de nimeros positivos. Definimos el conjunto
AB:={xy:x€A, y€eB}.
Demuestre que AB es un conjunto acotado y determine el supremo de AB.

Solucion. Como A y B son conjuntos no vacios y acotados, ambos poseen un supremo. Por ende, para
todox € Aey e Bsetiene 0 < xy < supA-supB. En particular, el conjunto AB es acotado. Probaremos
ahora que supAB = supA - supB. Sea ¢ € R™ una cota superior del conjunto AB. Fijando y € B se tiene
que

. c
xy<c = ng = supA<- = y< ,
y y SsupA

donde hemos usado que y > 0, la definicion de supA, y que supA # 0. Y como y € B es un elemento
arbitrario, se tiene que

< = B <
y= supA Sup upA

= supA-supB <c,
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donde hemos usado la definicién de sup B. Por tanto, se obtiene el resultado.

La siguiente es otra forma de probar que supAB = supA -supB. Sea € > 0 tal que

€ €

0 < supA — 0 <supB— (1.1)

supA +supB’ supA +supB’

donde estamos usando que supA + supB > 0. De la definicién de supremo existen x € A e y € B tales
que

£
< x < supA, supB— ——— <y <supB, (1.2)

A — =
Sup supA +supB supA +supB

donde usamos que supA + sup B > 0. Multiplicando estas ecuaciones obtenemos

€ €
A-—m— B——
<sup supA + supB) (sup SupA + supB)

2
€ €
=supAsupB— —— A B+ —— <xy<supAsupB.
supA sup SUpA T supB (supA +supB) + (supA + supB)? < xy < supAsup
Por lo tanto,
supAsupB — & < xy < supAsupB. (1.3)

Asi supAB = supAsupB.

Nota: Hemos probado la afirmacién (1.3) para todo € > 0 que satisface (1.1). Sin embargo, si conside-
ramos € > 0 tal que no se cumple (1.1) existe 0 < € < €’ que satisface (1.1). Basta entonces, probar el
resultado bajo la hipétesis (1.1).

7. Dadas dos funciones f, g : [0, 1] — R acotadas, demuestre que el producto f-g: [0, 1] — R es una funcién
acotada. Suponiendo ademds que ambas son funciones no negativas, demuestre que

sup(f-g) <supfsupg y inf(f-g) > inf finfg.

Solucién. Como las funciones f y g son acotadas, existen M, N € R tales que para todo x € [0, 1] se tiene
|f(x)] < My |g(x)] < N.Multiplicando estas desigualdades obtenemos que |(f-g)(x)| = |f(x)g(x)| <
MN para todo x € [0, 1]. Es decir, (f-g)(x) es una funcién acotada.

Ademas, si f y g son no negativas, tenemos que

0 <inff < f(x) <supf, 0 <infg < g(x) <supg.
Multiplicando estas desigualdades obtenemos que
0 <infg-inff < g(x)f(x) <supf-supg.

Por ende infg - inf f y supg - sup f son cotas inferior y superior de (f - g), respectivamente. El resultado
se obtiene por definicion.

El siguiente ejemplo muestra que la no negatividad de las funciones es necesaria para el resultado. Sea
f:[0,1] — R definida por f(x) = x—2. Como la funcién es una traslacion, es fécil ver que f([0,1]) =
[-2,—1]. Ademds (f - £)([0,1]) = [1,4]. Sin embargo se tiene

d=sup(f-f)>(supf)*=1 y 4=(inff)*>inf(f f)=1

8. Sea f una funcién positiva y acotada superiormente demuestre que
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11.

12.
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sup(f?) = (sup f)*.

Solucién. Como f es una funcién acotada y positiva se tiene que sup f > f(x) y por tanto (sup f)> >
f(x)?. Hemos usamos aqui que la funcién x +— x> es creciente en el intervalo [0, 4-co). Asi, (sup ) es
cota superior de f2. Ademds, si ¢ € [0, +o0) es cota superior de f2 entonces para todo x se tiene que

c>fx)? = Vexflx) = Vexsupf = c>(supf)’

De donde se tiene el resultado.

. De un ejemplo de una funcién acotada que no alcanza su supremo.

Solucion. Sea f: (0,1) — R definida por f(x) = x. Por definicién, se tiene que f((0,1)) = (0,1), y por
tanto f es acotada. Sin embargo, como (0, 1) es un intervalo abierto, la funcién f no alcanza su supremo.

Demuestre que si A, B C R son dos conjuntos acotados tales que para todo s € Ay S € B se tiene que
s < S, entonces supA = inf B si y s6lo si para todo € > 0 existen xo € A e yg € B tales que yp —xp < €.

Solucion. En primer lugar, probaremos que si sup A = inf B entonces, para todo € > 0 existen xo € A e
Yo € B tales que yg —xg < €. Por definicién de supA e inf B, existen xg € A e yg € B tales que

€ €
supA — = < xp, yo <infB+ —.
2 2
Sumando ambas desigualdades, como sup A = inf B, se obtiene que
€ 3 €
SupA — 3 +y0 < xo+1inf B+ 5 =  yo—xg <E.

Ahora probaremos que si para todo € > 0 existen xo € A e yg € B tales que yo —xo < €, entonces SupA =
infB. Paratodox € A ey € B se tiene x <y, asi, para y; € B fijo y para todo x € A se cumple que

x<y1 = supA<y; = supA<infB.

De donde supA es cota inferior de B. Ahora, dado € > 0 existen yg € By xg € A tales que yg —xg < €,
asi
Yo— € <xp <supA = yg<SupA-+Ee.

Por lo tanto supA = inf B.

Utilizando el Teorema de los Intervalos Encajados demuestre que el conjunto de los niimero reales es no
numerable.

Solucion. Sea X = {x1,x2,...,%,...} C R un conjunto numerable, probaremos que X # R. Sea I = [a, D]
un intervalo cerrado y acotado. Existe un intervalo cerrado I} = [c,d], tal que x; ¢ I e I} C I. Nueva-
mente, sea I, C I) tal que x; ¢ I». Inductivamente podemos probar que existen intervalos I, C I, tales
que x;, ¢ I,. De este modo obtenemos una sucesién /1 O ... D I, D ... de intervalos cerrados, acotados y
no vacios. Por el Teorema de los Intervalos Encajados, existe un niimero real x que pertenece a todos los
intervalos. Por construccidn, x ¢ X y por ende X # R. El resultado sigue por contradiccién.

Sean (ay),, (by)n dos sucesiones tales que lim,_a, = a y lim,_s. b, = b. Demuestre que
a) lim (apb,) = ab.
n—yoo

b) lfm%:gsib;«éo.

n—oo n
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13.

14.

15.

16.

Solucion. Sea € > 0. Notemos que a,b, — ab = a,b, — a,b+ a,b — ab = a, (b, — b) + (a, — a)b. Como
(an)n es una sucesion acotada y lim,_,« (b, — b) = 0, tenemos que lim, . a,(b, — b) = 0. De la misma
forma probamos que 1im,_;.(a, —a)b = 0. Asi,

lim (a,b, —ab) = lim a, (b, — b) + lim (a, —a)b = 0.

n—roo n—oo n—o0

Observamos que lim,, .. b,b = b2, por lo que existe N € N tal que para todo n > N se tiene b,b > b* /2 >
0. En particular, si n > N entonces 0 < b,%b < b% Es decir, la sucesién (1/b,b), es acotada. Luego, como

S

ba,, — ab,
b,b

n

b, (1.4)

a_
.=

y ademds 1im,,_,0(ba, — ab,) = ab—ab = 0, se tiene que (1.4) es una sucesién acotada multiplicada por
una que tiende a cero. De aqui el resultado sigue.

De un ejemplo de una sucesion (a,), tal que 1im,_,« |a,| = a, pero la sucesién (a,), no converge.

Solucion. Sea a, = (—1)". Para todo n € N se tiene ap,+1 = —1 y ap, = 1, por ende tenemos dos subsu-
cesiones con limites distintos. Por tanto (a,), no converge. Por otra parte, para todo n € N tenemos que
|an| =1, asi limy, e |ay| = 1.

Pruebe que si limy,—,o (X, — y,) = 0 y lim, . X, = a entonces 1im,, . y, = a.

Solucion. Consideremos la sucesion constante ¢, = —1, y por ende convergente. Por el Ejercicio 12,
lim (y, —x,) = lim (x, —y,) - lim ¢, = 0.
nﬁw()’n n) n%w( n—Yn) L Cn

Ademads, como lim,,_, X,, = a entonces

lim y, = lim (y, —x,,) + lim x, = a.
n—yo0 n—yoo n—oo

Sea a, = V/n? +n —n. Demuestre que la sucesién es monétona creciente y acotada. Calcule su limite.

Solucién. Como v/n? +n > n, entonces a, > 0 para todo n > 1. Ademas (a,) es creciente, pues

2Vn2+3n42<2n+3 = nP4n< (P 4+3n4+2)-2Vn2+3n+2+1
= VP tn<Vn2+3n4+2-1 = Vi24+n—n<i/(n+1)2+(n+1)—(n+1).

Notamos ademds que (a,) es una sucesién acotada superiormente. En efecto, para todo n € N,

/7n2+n_n_(\/n2—|—n—n)(\/n2—|—n—|—n)_ n _ 1 <3
vn?+n+n vrl+n+n J14+1/n+1 "

Dado que la sucesion es creciente y acotada, entonces converge. Luego, de la ecuacién anterior,

1
Iim(vVn24+n—n) = lim ———— = —.
n—>oo( ) ”—>°°«/l+1/n+1 2

Sea (an), una sucesién que satisface 2a,41a,—1 = ana,—1 — 1. Determine si la sucesién converge.

1

Solucion. Supongamos que (a,), converge a un limite L € R. Entonces también lim, ,eay+1 =Ly
lim,,_ye a,—1 = L. Tomando el limite en la recurrencia, obtenemos que 202 =171 y por ende [?=-1.
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Esta tltima ecuacién no tiene ninguna solucién real, por lo que (aj,), no converge.

a) Seana >0, r € Q,y (x,), una sucesién de nimeros positivos. Pruebe que si 1im,,_,.. X, = a, entonces
limy, e ()" = @” y limy, 00 log(x,) = loga.
b) Sean b € Ry (y,), una sucesién. Pruebe que si lim,, .y, = b, entonces lim, ..’ = €.

Solucion. Parte a). Primero probaremos que 1im,_,.(x,)" = a”. Para esto consideraremos tres casos.
Primero, sea r € Z. Por el Ejercicio 12, si 1im,,_,.. X, = a, entonces 1im,_,.x,, = a”. Sea ahora r = 1/k
donde k > 2 es un numero natural. En este caso, factorizamos

k—1
1/k\k 1/k\k 1/k 1k ik (k—1—i)/k
xn—a:(xn/) —(a'/%) :(x,,/ —a/)~2xi,/a< DIk,
i=0
Ademas como lim,,_;.. x,, = a, existe N1 > 0 tal que para todo n > N se tiene que x,, > % Por lo tanto para
. 1 i k=1 k=1 p .
n > Nj se obtiene que Y5~/ Xk gk=1=0)/k > La® .SeaC=%a* .Como lim, ,..x, = a, existe Na > 0
tal que para n > N se tiene que |x, —a| < Cg, en particular obtenemos que

|x, — a |x, — al

yh ik ge—1-ik = C

i=0 *n

\x,lz/k—al/k|§ <e.

Por dltimo, si r € Q, escribimos r =1/k con ] € Z y k € N. Por los casos anteriores concluimos que

limx,=a — limx,=d = ImE)*=@)"* — limx, =d"
n—oo n—oo n—oo n—oo

Ahora probaremos que 1im,_, log(x,) = loga. Sea 0 < € < 1. Dado que lim,_, X, = a, existe N| € N
tal que para todo n > Nj se tiene

|xn —a| < 8§ =min{a(l —e %),a(e® —1)}.

€

Por lo tanto, tenemos que ae ¢ —a < x, —a < ae® —a lo que implica | logx, —logal < €..

Parte b). Por dltimo probaremos que lim,,_, €’ = e’. Sea 0 < £ < €. Dado que lim, .y, = a, existe
N1 € N tal que para todo n > N se tiene

lx, —a| < 8 = min{b—log(e” — €),log(e” + &) — b}.
Por lo tanto, log(e? — &) < y, < log(e® + &) lo que implica |logx, —loga| < €. De aqui se concluye.

Pruebe que para todo niimero racional r € QQ se tiene que

n
lim (1 i f) —
n

n—yoo

Solucion. Consideramos n suficientemente grande de modo que |r/n| < 1. Por la desigualdad de la media
aritmética-geométrica se tiene

1 —
Jrn—|—1 n+1

n+1 n
14— > (142
n+1 = n)

et (/1 <1+’>n,

de donde concluimos que
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Por lo tanto la sucesion es creciente.
Ahora probamos que es acotada superiormente. Por el Teorema del Binomio, tenemos
& (n\ gk & ek | |r|k
B (G
( n kg() k) \n Z k! nk Z k! — c

ya que la serie del lado derecho es convergente (Ejemplo 1.60). Asi, concluimos que (1+r/n)" converge
para todo real r (no hemos usado que es racional). Sea ahora r = p/q € Q. Como la sucesién converge,
podemos calcular su limite considerando la subsucesion de multiplos de p. Sea n,, = p - m. Entonces

n mp 1 \am\p/a
tim (14 2)" = 1im (1429 Jim (14 --)") " = er/a,
n—o0 n m—yoo qpm m—yoo qm
Donde en la dltima igualdad hemos usado el Ejercicio 17.

19. Calcule los siguientes limites:

a)
1 n
Mm, (H 2n ) ’
b)
1 4n
Iim <1 + ) ,
n—soo n+1
c)
n?+2n+3 (n1)?
Ii —_— .
s <n2—|—2n—|—1>
Solucion.

. 1 n . 1 2ny\ 1/2
a) hmnﬁw(l“rﬂ) =<llmn%w<l—|—ﬂ) ) = \/e.

P) Himnen <1 + L)4'1 = limy, o (1+W11)4n(1+ﬁ)4 _ (h’mnm (1+ri1)n+1>4 _ 4

= =e .

I = 7 7
" (l+n+l ) limy o <1+n+1)
2
; ) (nt1)> (n+1)2 ; i)\ 2
¢) limy_ye (ZJ%Zﬁ) = 1imy_e0 (1 + m) = (hmn_,oo (1 + /2> ) =¢?

20. Seana > 0y b > 0. Demuestre que lim,_, v/a" + b" = médx{a,b}.

Solucion. Asumimos sin perdida de generalidad que a < b. Por ende b < Vat+ b < /b + b = b2.
Notamos que lim;—se V2 =1. Luego, por el Teorema del Sandwich, lim,,_,. v/a" +b" = b

21. Diremos que una sucesion (a,), converge en el sentido de Cesaro si el siguiente limite existe:
1 n
lim - ) a;.
n—een IZZI l

a) Sea (ay), = (0,1,0,1,0,1,0,...). Calcule lim, . L ¥, a;.
b) Construya otros ejemplos de sucesiones que no convergen, pero que sean convergentes en el sentido
de Cesaro.

Solucion.

para n impar limy, e a, = 1im, e "5~ = 1 % Por tanto, el limite es 1/2.

". Esta no converge, pero si converge en el sentido de Cesaro a 0.

I\)\'—‘

a) Para n par, tenemos a, = 5,
b) Consideremos la sucesién (—1
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Demuestre que si lim,,_. X, = a entonces

L X1tx2+...x,
lim ———— =

n—so0 n

\
8

Solucion. Sea € > 0. Entonces, existe N; € N tal que para n > N| tenemos |x, — a| < €/2. Sea C :=
Zivgl |xx —al| y elijamos N, € N tal que C/n < €/2 para n > N,. Entonces, para n > max{N;,N» },

1 & 1 & 1N1 ! n—Ni+1 €
=Y x 72 Xp—a Z|xk—a\+ Z|xk—a|< +71-§<8
n= = nk:l =N, n

Asi, concluimos que lim;,_,c % i Xk =a.

Demuestre que si lim,,—. a, = a y todos los términos de la sucesién son positivos entonces
lim Waa;...a, = a.
n—oeo

Solucion. Primero suponemos que a > 0. Por el Ejercicio 17 se sigue que 1im,_, loga, = loga. Usando
el Ejercicio 22 con la sucesion x,, = log a,, obtenemos lim;,_s % Yi_loga; =loga. Aplicando la funcién
exponencial en ambos lados de la desigualdad,

n—yo0

1 n
lim exp(f Y logak) =exp(loga) = a,
=

donde usamos el Ejercicio 17. Ademas exp(% Yi_ilogay) = {/ai-~ay, y asii concluimos este caso.

En segundo lugar, suponemos que a = 0. Como lim,_,..a, = 0, para todo € > 0 existe N tal que 0 <
a, < € paratodon > N. Sea M := Hf{vz_ll ay > 0. Paran > N se tiene [[;_, ax = (Hf,(\’:_l1 ar)([Tiey ax) <
M -£"~N*1 Tomando la raiz enésima,

,ﬁHak <M1/n n—N+1)/n Ml/n N+])/n£'
k=1

Ademds como M!/1g(=N+1)/n _s 1 cyando n — oo, la sucesion {Ml/"e(_NH)/”}n es acotada. Luego, por
definicién, lim, . v/a; - - -a, = 0. Esto concluye el ejercicio.

Demuestre que

4
lim — \/ Y(n+2)...2n=—.
e

n—eo

Solucion. Como (n+ 1)(n+2)---(2n) = (2n ,) , podemos escribir L = 1im,,_;c f( )1/” Sea b, :=
—logn+ % (log((2n)!) —logn!). Observe que si b, converge a un nimero real b, entonces L=e¢bporel

Ejercicio 17. Por la férmula de Stirling, a,, := logm! —mlogm +m — %log(an) — 0 cuando m — oo,
Entonces,

log(2n)! —logn! = 2nlog2 +nlogn —n+ %logZ—i—azn —ay.
Dividiendo por n y tomando n — oo, tenemos b = 2log2 — 1, y por lo tanto L = =

Calcule
1i ! + 2 pooq
ol W 2 )

Solucion. El resultado se sigue de
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26.

217.

28.

29.

3 1 2 n\ .. 1 o1 nn+1) . on+l 1
352‘0<nz+nz+“'+nz)—,}E?onz“”*“'*")—iﬁﬁ.nz' =S Ty
Calcule el limite de la sucesién definida por
1 1 1 1

Vi2+1 V242 Vn2+3 n2+n

Solucion. Primero reescribimos

Como 0 < n% < %, se cumple (14 %)71/2 <(1+ n%)’l/z <1, y por lo tanto (1 + %)’1/2 <a, <l
Tomando el limite cuando n — oo y aplicando el Teorema del Sandwich obtenemos que lim,, . a, = 1.

Calcule
Iim ! + ! +- :
n—eo \n2 = (n+41)2 (2n)2 )"

1 1 1
0< — <
vyt e s

Luego, el limite es cero por el Teorema del Sandwich.

Solucion. Notemos que

n 1
n2  n

Dado p € N fijo, calcule

im /1P 4+2P + .-+ nP.

n—oo

Solucion. Sea S, = 17 4+2P + .- +nP. Observamos que n” < S, < n-n? = nP*!, y luego n?/" < /S, <
nPH)/n Como nP/" — 1 y nPt/m 5 1 cuando n — o, el limite es 1 por el Teorema del Sandwich.

. (an + b) "
lim .
n—eo \ an+c
Solucion. Dividiendo por a en la fraccién arriba, podemos asumir sin pérdida de generalidad que a = 1.

Ahora, si b = ¢, entonces el limite es claramente igual a 1. Supongamos ahora que b # c¢. Supongamos
ademads que b > ¢ > 0. En este caso, tenemos que

b—c\" b—c\"
1+ <1+ .
n+c n
Ademas, con m(n) = [n+c¢] € N, podemos acotar
b— n b— n b— m b— n—m
(o) = (=0 ()
n+c m m m
Usando que la diferencia |m(n) —n| < ¢+ 1 es acotada, tenemos que
b m(n) b n b n
<1+C) d(n)<<l+ C) <<1+ C) :
m(n) n+c n

donde d(n) = (14 2<)""™ es tal que lim,_,..d(n) = 1. Luego, por el Teorema del Sandwich, conclui-
mos que el limite pedido es e’ Ahora bien, si reincorporamos la constante a, entonces el limite pedido

Sean a, b, ¢ > 0. Calcule
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b—c . ., . ..
es e a . Los casos donde la condicién b > ¢ > 0 no se satisface se pueden resolver similarmente.

30. Calcule
. o ne"\/2n+1
lim ———.
n—oo 2(n!)

31.

32.

Solucion. Por la férmula de Stirling, 1a cual dice v27n (n/e)"(1/n!) — 1 cuando n — oo, se tiene

) e\ 2n+ 1\ /n'e "/ 2n+ 1\~
hm( 2(n!2)+1)(2\/%(2n/:):) -1

n—oo

o Me"\2n+1 _ V2041 1 1 .
Ademds 7 Vonnfey = 2o — 23R 2 + . Finalmente tomamos el limite cuando n — oo.

Calcule los siguientes limites

a)
Ifm (\3/n+ 1— \3/;2) :
n—soo
b)
lim L,
" In ny/n
c)
2n+l +3n+1
e
Solucion.
a)

1) — 1
1{m (\3/n+1—\3/ﬁ) — lim (nt1)—n — lim
n—oo

ne (V12 4+ 1n+ ()2 no= (V12 4+ Vn+ 1n+ (Vn)?

b)
1/2 1/2
tim —Y" i L =0
n—yoo n\/m n—e \/y n3/4 n—eo g /
9)
n+1 2\n+l n+1
2n+1+3n+1 3 3 +1 (2) +1
lfm ~—————— = lim = lim 3. 3/ =
n—yo 2 +3 n—y 3”((%)"+1) n—yoo (g) +1
Demuestre que la sucesion definida por
! + ! + ! +- !
a, = — - - N J—
" n on+1 n+2 2n’
es convergente y que su limite pertence al intervalo [1/2,1].
Solucion. Primero probamos que (a,), es decreciente. Observemos que
1 1 1 1 1 1

S s D S Py R, PO, R

=0.
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33.

34.

35.

36.

Notemos que a,11 < a, es equivalente an(2n+1)+n(2n+2) < (2n+1)(2n+2), lo cual es equivalente
a4n® 4 3n < 4n> +6n+ 2, que es cierto para todo natural n. Ademds (a,), es acotada, pues

171+1+ +1<1+ 1 n +1<1+1+ Jrl*l
2 2n 2n 2n —n n+1 2n " n n n

Por lo tanto (a,), es convergente y su limite pertenece al intervalo [1/2,1].

Demuestre que si (a,), es una sucesion de términos no negativos tal que existe K € (0,1) de modo que
para todo n € N se tiene que a1 < Ka,. Entonces lim,,_,. a, = 0.

Solucion. Notamos que a; < Kay, az < Kay < K2ay, asi, en general a, < K" 'a;. Ademds, para todo
n € N tenemos que a, > 0. Por el Teorema del Sandwich obtenemos que lim,_,..a, = 0.

Sean (a,), una sucesion creciente y (b, ), una sucesién decreciente. Demuestre que si para todo n € N
se tiene que a, < b, entonces las dos sucesiones convergen.

Solucion. Por una parte (a,), es una sucesion creciente y acotada superiormente por b;. Y por lo tanto
convergente. Por otra parte, (b,), es una sucesién decreciente y acotada inferiormente por ;. Por lo
tanto también converge.

Sea (a,) una sucesién tal que
lim (a,+1 —a,) =c.
n—yoo

Demuestre que

., ap
lim — =c.
n—oo n

Solucion. Sea € > 0. Existe N; € N tal que para todo k > Nj se tiene |ag,) —a; — c| < §. Luego, para
n > N; tenemos

n—1 n—1
an—ay, = Y (a1 —a) = (n=Ni)e+ Y (arp1 —ax—c).
k=N k=N,
Dividiendo por #,
an 1 = 1 €
an —c‘ - f‘aNl ~Nie+ Y (@ —ak—c)‘ < 7(|aN1|+N1|c| +(n—N1)§).
n n k=N, n

Adems, existe N, > 0 tal que para n > N, se tiene 1 (|ay, |+ Ni|c|) < &. Asi, para n > mdx{Ny,N,} se

cumple |2 — C’ < &,y concluimos que 1imj, . & = c.

Sea k € Ny x € R. Estudie la convergencia de la sucesién definida por a,, = nfx".

Solucion. Consideramos tres casos distintos.

Caso 1: |x| < 1. El caso x = 0 es trivial, asi que vamos a asumir x # 0. Observemos que |an+1|/|an| =
(1+41/n)k|x|. Como (1+1/n)k|x| converge a |x| cunando n — co, podemos elegir |x| < o < 1y encontrar
un natural N tal que |a,11|/|a,| < o para todo n > N. Ahora, para todo n > 0 tenemos que |ayi,| <
alayin-1| < &?layin2| < -+ < a*lay|. Como o € (0, 1), el lado derecho tiende a cero cuando 1 — oo,
por lo que concluimos que a, — 0 cuando n — oo.

Caso 2: |x| = 1. Si x = 1 entonces a, = n* — o cuando n — . Por otra parte, si x = —1, entonces
a, = nk(—1)" no converge.

Caso 3: |x| > 1. Sea |x| =y > 1. Entonces |a,| = nfy" — oo cuando n — oo.
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37. Sea 3 > 1. Consideremos la sucesién definida por a, = n(</ — 1). Demuestre que la sucesién converge.
Defina ademas la funcidn, f : (1,00) — R tal que

F(B) = lim n({/B — 1).

n—yoo

Demuestre que f(B) > 1—(1/B) y que f(1/B) = —f(B).

Solucién. Observemos que {/B = e#, porende a, =n(B'/"—1)=n (e ol 1).
Usando el limite

e —1
Iim =1,
x—0 X
tomando x = # — 0 cuando n — oo, obtenemos
8 b
lo, n  —
an zn(e " 1) = elvlogﬁ — logB.

n

Por lo tanto, la sucesién (a,) converge y se tiene
f(B) = 1lim a, =1logf.
n—oo

Queremos mostrar que

1
logﬁzl—g, B>1
Usamos la desigualdad, ¢* > 1 + x para todo x € R. Sea x = —log 8 < 0 por ende
et > 1 _log .

Como e logB — % se sigue que

! >1—logf = logB=>1 !

—>1—log ogf>1——.

B B
Ademais,

(5) —zmn(ﬁ —1) = timn (57" 1),

1 1 !

Como I/n 5 1 cuando n — oo, obtenemos

Entonces,

7(5) = Jim —n(B""~1) = ~f(p).

38. Sea
_ 1= (="
= 5 .

an

Demuestre que

. aytayt-t+a, 1
lim —————— = —.
n—oo n 2

Solucion. Observamos que a, puede escribirse como
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39.

40.

41.

1, sinesimpar,
an =

0, sinespar.

Denotamos la suma parcial S, :=a; +ay + - - +a,. El término S, cuenta cudntos enteros impares hay
entre 1 y n. Por tanto S, = {g] , es decir

5 sin es par ,
Sy = X
“3=, sinesimpar.
Ahora consideramos la razén
S, %, si n es par,
n o n+1

= %—f— ﬁ7 si n es impar.

En el caso impar, lim,_, ﬁ = 0. Por tanto, las subsucesiones de indices pares e indices impares conver-

gen ambas a 1/2. El resultado se sigue usando la definicién de limite.
Sea x € R, calcule el limite

2
lim — arctan(nx).
n—oo T

En teoria de nimeros la funcién definida por

L2
fx)= ng; p arctan(nx),

es llamada signo de x.
Solucién. Si x > 0, entonces 1im, ,onx = +oo y por tanto lim, .. arctan(nx) = 5, de modo que

Iim,_e % arctan(nx) = 1. Si x < 0, entonces 1im,, o nx = —oo y 1im,,_;e, arctan(nx) = —7, de modo que
el limite vale —1. Y si x = 0, se obtiene que % arctan(0) = 0. Por lo tanto,

1, x>0,
2
lim —arctan(nx) = < 0, x=0,
n—oo JU
-1, x<0.

Sea x € Q un niimero racional. Estudie la convergencia de la sucesién definida por a,, = sen(n!x).

Solucion. Sea x = p/q un nimero racional. Si n > ¢ tenemos que n!g = 2k es un entero par, y por lo
tanto sen(n!xm) = sen(2km) = 0. Luego, la sucesién es convergente con limite cero.

Sea S, :={(a,b) e NxN:a#bya+b=n}. Denotemos por

_ arby +axbr +--- +aub,
n — )
m

donde S, = {(ai,bi) }1<i<m- Es decir o, es el promedio aritmético de los productos de todos los pares

(a,b) € S,. Demuestre que
1

., 0n
lim — = —.
n—oo 6

Solucion. Paraa=1,2,...,n— 1 se tiene b = n— a y el producto correspondiente es a(n —a). Definimos
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nl nolo oncl n—1n (m—1)n2n—-1 nn—1)(n+1
Tn::Z’la(n—a):nZla—Zlazzn-( 2) _{ )6( ) 6)( + )

Caso 1: n impar. No hay par con a = b, asi que |S,| =n—1y o, = % = @. Por lo tanto % — %

n
cuando n — oo.
Caso 2: n par. Hay que excluir el par (n/2,1/2) cuyo producto es n? /4, por lo que |S,| =n—2y
T, - M) 0p2 3, 0)
2

n—2  12(n-2)

Dividiendo por n> obtenemos % — 1/6 cuando n — co. En ambos casos, el limite es 1/6. Por lo tanto
lim, e g—g =1/6.

42. Sea (ay), una sucesion super-aditiva, es decir, existe una constante C > 0 tal que para todo m,n € N se
tiene
an+am < apem+C.

Demuestre que el limite 1im,, ... % o bien existe o bien es igual a infinito.

Solucion. Sea n = mg+r con 0 < r < m. Aplicando la superaditividad repetidamente obtenemos, por
induccion,
agm > qam — (g —1)C.

Luego,
an = Agmir > dgm +a, —C > qay, — (g —1)C+a, — C = qa, — qC +a,.

Dividimos por n = mq+r:
> g(am —C) +&.
n- mq+r n

an
Fijando m y haciendo n — e (y por lo tanto ¢ — o), se tiene r/n — 0y ¢g/(mg+r) — 1/m. Por lo tanto,

, . oln am—C
liminf — > .
n—o0 n m

Esto vale para todo m > 1, asi que
a, —C

s a
liminf = > sup
n—e N m>1 M

Si la sucesion (a, /n), estd acotada superiormente, entonces el limite existe y es finito. Si no, el supremo
es infinito y 1im,, e, 9 = +-oo.

43. Todo nimero x € (0,1) puede escribirse como fraccion continua de la forma

1

x= 1 = [a1aa3...], (1.5)
ay +
1
ax+
az+...

donde a; € N. Un resultado clésico en teorfa de nimeros afirma que x € (0,1) es irracional si y sélo si
su expansion en fracciones continuas es infinita, es decir x = [ajapa3 ... ]. Defina los siguientes nimeros
racionales

Pn

— =[maz...ay).

qn

Demuestre que
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. DPn
lim — ==x.
n—oo Qn
Solucion. Sea x € (0,1) un nimero irracional con expansién en fraccién continua x = [ajazas, . ..]. Los

numeradores y denominadores (p,,¢,) de las fracciones truncadas satisfacen las recurrencias,

pO:O’ p1:17 CIOZL q1 = ai,
Pn=0npp-1+pn2, n2=>2, Gn = pGn-1+qn—2, n2=>2.

Ademas, se puede verificar la identidad p,g,—1 — pp—1gn = (_1)71—1. Consideremos ahora el error |x—
% |. Usando la identidad anterior, se tiene que

1

< .
qnqn+1

o
o
qn

Como los denominadores g, forman una sucesion estrictamente creciente e ilimitada (ya que x es irra-
cional), se tiene que g, — oo cuando n — 0. Por lo tanto,

Pn
x——

qn

< — 0 cuando n — oo.

qnqn+1

De aqui se concluye que las fracciones truncadas S—" convergen al ndmero irracional x.
n

44. En [8] se sugiere una alternativa sencilla para demostrar que

1\" L |
lim <1+> = lim E — =e.
n—oo n n—reo = r!

Pruebe que

y deduzca el resultado.

Solucion. Tomando el limite en la segunda desigualdad se obtiene automaticamente la primera parte. Por
ende, basta probar la segunda parte. Por el Teorema del Binomio,

() =502 £0-0) (-0 0-50)

Comol>(l—l)(l—;)-u(l—’;—l)parargnsetieneque

n n

o i 1\"
ZH:2+;’2”>(1+”).

r=0
1 2 142 2 142
(1-)(1-):1—++2>1— te
n n n n n
n n n n n n

Inductivamente se puede verificar que

Por otra parte

Ademas
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(1_’1) (1_i>"'<1_r;1> - 1+2+--r-l+(r—1) >1_r(r2;1).

Por lo tanto cuando n > 3,

<1+ > >2+Z( )>rl!:i—1nz21 ] f—%v

pues Z;’ 0 r, < 3 por el Ejemplo 1.16. Para concluir el resultado basta tomar el limite en n y usar el
Teorema del Sandwich.

45. Se define recursivamente la sucesién (a,), por

1
3—a,

ay = 2, Any1 =

Demuestre que (a,) es una sucesion convergente y encuentre su limite.

Solucion. Supongamos que a, converge a un limite L € R. Tomando el limite en la recurrencia, L es

L = 3*‘[ o bien L, = 3= ‘[ . Demostraremos que la sucesion es decreciente y acotada inferiormente
por Ly, para concluir que converge. Probaremos que para todo n > 1 se cumple,

L < ap1 < ay.

Por induccién, primero verificamos el caso en que n = 1. Por definiciéon a; = 2, ap = 1, los cuales
satisfacen Ly ~ 0,382 < ap = 1 < a; = 2. Ahora, supongamos que paran > 1 se cumple L, < a, < a,—1.
Demostraremos que Ly < a,+1 < a,. Ademds, si a, > L, tenemos que

1 - I
3—a, 37L2_

ap+1 =

Ahora probamos que la sucesién es decreciente. Como a, < a,_1, se sigue que

1 < 1
a = = day.
n+1 3_an 3_an71 n

Con esto concluimos el paso inductivo. Por lo tanto la sucesién converge pues (a,) es decreciente y
acotada inferiormente por L. Ademds 1 = a; > a, > L, para todo n, por lo que el limite debe ser L,.

46. La sucesion de Fibonacci (ay),>1 se define recursivamente como
ai=ay =1, ny2 = Apt1 +ap.

Kepler not¢ la siguiente relacion:
lim An+1 1+ \6

n—e 2

Demuestre la observacion de Kepler.

antap—
a,

Solucion. Sea by, := a,+1/a, y observemos que b, = =1+ ﬁ. Esta propiedad esta bien definida

pues b, > 0 para todo n € N. Ademds, si la sucesion (b, ), es convergente con limite L entonces

1 1
L= lim b, = lim (HT):H*'

n—oo n—oo n—1 L
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47.

48.

Por lo tanto L2 —L—1 =0, luego L = # olL= 1—T\/§ Por otra parte, como b, > 1, en caso que

el limite L exista, necesariamente L > 1 y por lo tanto debe ser igual a ”T‘B Probaremos ahora que

lim,, e by, = HT\G =: L. Notamos que

1 1 L—b,_
by—Ll=|(1 1+ )=
=1 5) (1) |50

. -1 . .
Como limy,—e (%)n = 0, tenemos que para todo € > 0 existe N € N tal que si n > N entonces

|bn — L| < €. Por lo tanto lim,,_,e b, = #

1 1 n—1
< —lbp1—LI< | = by —L|.
<gba-Us=(z) h-u

Sean a, b € R con a < b. Definimos recursivamente las sucesiones (x;),>1 € (¥n)n>1 por

a+b X, +
x=vab,  yi="7= X1 =VEDn et = "zy"-

Demuestre que ambas sucesiones, que se conocen como sucesiones aritmético-geomértricas, convergen
al mismo limite.

Solucion. Por la desigualdad de la media aritmética-geométrica, x; = vab < “TJ“b =7y y ademds

Xnt+Yy
Xnt1 =/ XnYn < % = Yn+1, Vn > 1.

Notamos que la sucesion (x,) es creciente. En efecto,

Xn+1 :\/xnynz\/xnxn:xn; VHZ L.

Luego (x,) es creciente. Ademds (x,) es acotada pues Xp+1 = /Xnyn < \/Yn¥n = Yn. En particular, es
acotada superiormente por y;. Como (x,) es creciente y acotada, converge a un limite L € R.
Notamos que la sucesion (y,) decreciente. En efecto, de x, <y, se sigue

_ Xn+Yn < Yn+Yn _
Yn+1 ) = ) Yn-

Luego (y,) es decreciente. Ademds (y,,) es acotada pues y,+| = @ > % = x,,. En particular, (y,)
es acotada por x;. Como (y,) es decreciente y acotada, converge a un limite M € R.
Finalmente, tomando limites en las recurrencias,

Xotl = Gyn = L=VIM = L[*’=IM = L=M,

L+M
Yn+1 = xn;)’n — M = 7; — M=1L.

Por lo tanto, ambas sucesiones convergen al mismo limite.

Calcule los siguientes limites

a)
ILm (n(log(n+1) —logn)).
b)
1im " +sen(nm/2)
n—yeo 2n+1

Solucion.
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a) Por el Ejercicio 17, se tiene

" "
lim (n(log(n+1) —logn)) = Jl;ngolog <n—:> = log lim (n—}:) =log(e) = 1.

n—soo n—soo
b)
lim n+sen(nmw/2) — lim 1+sen(nmw/2)/n _1)
n—ee  2n+41 n—yeo 24+1/n

49. Sea (a,) una sucesién de nimeros positivos tal que

ap+1

lim =1L.

n—e

Demuestre que

lim a, = L.

n—yoo

Solucion. Definimos la sucesion b, := log(ay,). Esta sucesion esta bien definida pues esta compuesta por
ndmeros positivos. Por definicion, /a, = eP/n Y ademds

byt+1 — by, =log(an+1) —log(a,) =log <a::1> — e lOgL,
n
debido al Ejercicio 17. Por el Criterio de Cesaro, si lim,_se(bp+1 — by) = logL, entonces 1im,,_co %” =

log L. Luego, usando que el Ejercicio 17 se puede extender a la funcién exponencial, entonces lim,, . /a,
lim;,—seo ebn/n = glogl —

50. En 1615 Galileo not6 qua la sucesion de los nimeros impares tiene la siguiente propiedad

1 143 14345

3547 749411

Galileo observo que esta es la inica progresion aritmética con esta propiedad. Determine si la afirma-
cién de Galileo es correcta. Considere sucesiones para las cuales la razén de la suma de los primeros n
términos sobre la suma de los siguientes n términos es constante (ver [10]).

Solucion. Sea (an)nen una progresion aritmética que satisface tal propiedad. Primero observamos que
si ¢ > 0 entonces la sucesioén (b,),en definida por b, = a, - ¢ también la satisface y tiene la misma
razén. Debido a esto asumimos que a; = 1. Sea S,, = a; + - - - +a,, en tal caso buscamos una progresion
aritmética tal que Sy, — S, = pS, para alguna constante p. Usando que a, = a; + (n — 1) - d para algiin
d, se tiene que S, = n- (a; +a,) /2 para todo n. Asi, para todo n,

a-(1-=p) ay-(p+1)

D) = ) — 2p,
y por lo tanto para todo n,
ar-(1— ar-(p—1) d
! (2 p)_a (12’ )+§<(n—1)(17+1)—2(2n—1)).

Comoa; =1,

(1-p) = ((r-3n+(1-p))

implica que p = 3 y d = 2. Esta implicancia anterior se debe a que d, p son constantes y la igualdad
anterior debe satisfacerse para todo n € N. Por lo tanto esta sucesion es la Unica que satisface esta pro-
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piedad médulo la constante ¢ de la que hablamos al comienzo.

51. Sea (ay), una sucesién no creciente de nimeros no negativos,
anp > ape1 >0, Vn € N. (1.6)

Denotaremos por C la siguiente condicién: Para cada x > 1 y u € R el siguiente limite existe

lim Z a,.
U—oo

u<n<ux

Sea (ay,), tal que satisface C. Demuestre que si (a,), también satisface C entonces 1im,,_,. na, existe. El
reciproco de este resultado también es vélido (ver [11]).

Solucién. Definimos f,(x) = ¥Yycp<uw@n ¥ f(x) = lim, . fi,(x) el cual existe por la condicién C para
]

x > 1. En particular param € N, fi,(x) =¥, ~, |

a,. Como a, es decreciente,

700 < ([ix) - Ny < (e fla; = jay = 2%,

Luego, para cada entero j > x consideremos m = [j/x] y r = j — [mx]. Entonces,
0<j—mx<j—[mx]<j—(mx—1)<j— ((171)X71> =x+1,
x

de lo cual se obtiene que 0 < r < x+1y j> mx > [mx]. Asi, fiu(x) > ([mx] —m)aj,y > ([mx] —m)a;
implica que

o mx]+r mx—+x+1 Jtx+1
Jaj = [mx] —mfm(x) = mx—m— lfm(x) = ((j/x)—1)x—m— lfm(x)
. j+x+1
= ja; < mm/ﬂ(ﬁ
Tomando limite
- fi) ) m__J XL - r
e e I B T RS A

Usando las propiedades anteriores,

LG liminf ja; < If
Jroo

X
ja; < —— f(x).
o :::pfa,,_x_lf(x)

J

En lo que sigue probaremos que f(x)+ f(y) = f(xy). Teniendo esta propiedad, kf(e'/¥) = f(e) y to-

mando x = !/ en la desigualdad anterior, se obtiene que
fle) o . x_ fle)
<1 fja; <1 < A
K(e—1) = e /4 S RIS T

Y como limy e k(x — 1) = limy .. k(e!/¥ — 1) = 1, entonces lim .. ja; = f(e) y el limite pedido existe.
Para finalizar probamos la propiedad anterior. Parax > 1,y > 1, n > 1, donde n es entero, se tiene que

[nxy]
fn(x)"‘f[nx]()’)_fn(xy): Z Ak,

k=(lnh+1
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donde [[nx]y] < [nxy] y ademds [[nx]y] > [nxy —y] > nxy —y —1 > [nxy] —y — 1. Por lo tanto

1
[}{’:rm [[nx]ylajnygy <

y+1

0 < fu(x) + fing () = fu(xy) < v+ Dajpugy = pre— [[nx]y]ainy) -

Tomando el limite en n y notando que limsup,,_, ., [[7x]y]a[j,,) < e por la desigualdad dada antes de
hablar de la propiedad especial de f, obtenemos la propiedad, es decir f(x) + f(y) — f(xy) = 0, con esto
concluimos.

52. J.H. Conway considerd la siguiente sucesion (ver [9]),
1,1,2,2,3,4,4,4,5,6,7,7,8,8,8,8,9,...
definida recursivamente del siguiente modo, a; =ap = 1 y paran >3
an = Qq, | +an—q, -

Demuestre que
1

, Qn
lim — = —.
n—o p 2

Solucion. Escribiremos a(n) en lugar de a,. Consideremos el conjunto .# de todos los subconjuntos
finitos de N, ordenado del siguiente modo. Primero (. Después, para cada L > 1, se listan los subcon-
juntos A C {1,...,L} tales que mdxA = L; dentro de este bloque se ordenan primero por cardinalidad
decreciente y, si la cardinalidad es fija, por orden lexicogréfico. Asi, los primeros conjuntos son

0,{1},{1,2},{2},{1,2,3},{1,3},{2,3},{3},...

Denotemos por S(n) el n-ésimo conjunto de esta lista. Definimos la operacién de compresién C: & — &
por
C0)=Cc({1}) =0,

C{m}) ={m—-1}  (m>1),

V. siA={u; <wup <---<u,}conr>2,
CA) ={ur—luz—1,...,u,—1}.

La aplicacion C es sobreyectiva y preserva el orden anterior. Por tanto, si x(n) esta definida por

entonces la sucesién x(n) estd bien definida. Ademds, una induccién directa usando la descripcién de los
preimdgenes de C muestra que

y, paran > 3,
x(n) =x(x(n—1))+x(n—x(n—1)).

Por unicidad de la sucesion definida recursivamente, se tiene
x(n) = a(n) para todo n > 1.
Ahora estimaremos a(n). Llamaremos segmento binomial (L, K) al conjunto de los (A € .# tales que

maxA =L, |A| =K.
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(x-1)

Ademads, los conjuntos con mdximo L ocupan exactamente las posiciones

Este segmento tiene longitud

b1, 2k,
Por tanto, si S(n) pertenece a un segmento L, K, entonces

[logy(n—1)] =L—1.

Definamos
b(n)=n—a(n—1).

Sinon—1 esuna potencia de 2, entonces se tiene

y no hay nada que estimar. Supongamos entonces que S(n) pertenece a un segmento interior L,K), es
decir, 1 < K < L. Como C elimina el menor elemento y resta 1 a los demds, tenemos

y por lo tanto S(a(n)) pertenece al segmento
(L-1,K—1).

Por otra parte, de la forma en que estdn ordenados los segmentos binomiales se obtiene que S(b(n))
pertenece al segmento
(L—1,K).

Asi, la distancia entre a(n) y b(n) estd acotada por la suma de las longitudes de estos dos segmentos:

la(n) ~ ()| < (,L(j) + (,L{:zl) = (112111)

atn) 0] < mgx (1)

J J

En particular,

Por la férmula de Stirling,

) (L1> 2 2L-l
max ~ _— .
j J T+L—1

Como n > 2L~ se deduce que, para todo € > 0 y todo n suficientemente grande,

|a(n) —b(n)| 1 1
2n = (mH) L—1

b(n)=n—a(n—1),

Finalmente,

luego
2a(n) —n=a(n) —b(n)+a(n)—a(n—1).

Como a(n) —a(n—1) € {0,1}, obtenemos
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[2a(n) —n| < la(n) — b(n)| + 1.

Por consiguiente,

a(n) 1‘ _ [2a(n) —n| < |a(n) —b(n)|+1
n 2 2n - 2n '

Usando la estimacién anterior y el hecho de que

L—1=[logy(n—1)],

concluimos que, para todo € > 0 y todo n suficientemente grande,

a(n)_1’<< 1 —|—8) 1
no 27 \Var ) Vog(n- 1))
En particular,

lim M = l

n—e 1 2

53. La sucesion de Golay-Rudin-Shapiro (ver [3]) se define recursivamente por
ap=1, axy = dp, A1 = (_l)nam
Sea s(n) = Y}_,ax. Demuestre que para todo n € N se tiene que s(n) > 0.

Solucion. Seat(n) :=Y?_o(—1)*ay, donde n > 0. Para probar el ejercicio necesitaremos de los siguientes
dos lemas que son dejados al lector como ejercicio.

Lema 1.
s(2n) = s(n)+t(n—1), n>1;
s2n+1) =s(n)+t(n), n>0;
t(2n) =s(n)—t(n—1), n>1;
t2n+1) =s(n)—t(n), n>0

Usando el Lema 1 se puede probar el siguiente lema.
Lema 2.

s(4n) = 2s(n) —a(n), n>1,
s(4n+1) = s(4n+3) =2s(n), n>0;
s(4n+2) = 2s(n)+ (—=1)"a(n), n>0.
Mis especificamente se tiene que para k > 1, el minimo valor para s(n) en [4¢, 451 — 1] es 2 + 1. El
lector también puede verificar que este valor se alcanza en n = 4% y n = (5-4% —2)/3. Para k = 0 el

minimo esta dado por 2 en [1,3]. Por induccién en k, sea n € [4"“ Ak2 1], entonces n = 4m+d donde
d €{0,1,2,3} ym € [45,45F1 —1]. Usando el Lema 2 podemos acotar por abajo s(n),

s(n) =s(@m+d) >2s(m)+1>2(2F +1)—1>2M1 4 1.
Esto finaliza la induccion.

54. Dada una sucesion (a,), construimos una nueva sucesion (by, ), del siguiente modo (ver [12]). Sead € N,
para cada m € N definamos b,, como el m—é&simo término de la sucesién que se construye concatenando
nd veces el término a,, del siguiente modo:
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55.

56.

ar,...,dy, az,...,d2 , aAz,...,d3 ,...
—_—

d,a) términos 2d,a; términos 3d,a; términos

Por ejemplo si a, =n'y d = 1 entonces (b,,),, viene dada por
1,2,2,3,3,3,4,4,4,4,...

Demuestre que by, = ay(,). Donde f : N — N se define por

Flm) = Fﬂ% 1y [x]=minfneZ:x<n}.

Solucion. Se cumple b, = a, cuando

n(n—1) (n+1)
2

2

Y como se cumplen \/n(n+1) <n+1/2yn—1/2 < /n(n—1)+1, se tiene que

2
d<m<” d = n(n—1)+1§[;ﬂ§n(n+l).

< 12+t

Por tanto n = f(m) y by = as(m).-

S. Ulam introdujo la siguiente sucesion, sean u; = 1 y up = 2. Construimos una sucesion creciente de
enteros. Un nimero entero u, pertenece a la sucesion si puede escribirse de manera tnica como la suma
de dos nimeros pertenecientes a la sucesion, es decir u,, = u,, + u con m,k < n. Los primeros términos
son

1,2,3,4,6,8,11,13,16,18,26,28,36,38,47,48,53,57, ...

Aparte de 1+ 2 = 3, ;puede la suma de dos elementos consecutivos de la sucesion ser igual al siguiente
elemento de la sucesion, u, +u,+1 = u,42? ;puede la suma de dos elementos consecutivos de la sucesion
pertenecer a la sucesion, u,, + u,+1 = u,,? (ver [14]).

Solucion. La segunda respuesta es si. Los nimeros 62 y 69 son dos términos consecutivos de la sucesion,
y su suma, 131, también pertenece a la sucesion.

Sin embargo, en general u, + u,+1 = uy4+2 no puede suceder. Supongamos por contradiccién que
Upt2 = Up + Uyy1, y consideremos el nimero s := u,_1 + uy,41. Como u,—; < u, < Uy, tenemos que
Upt1 < 8 < Up~+Uyt1 = Uy+2. Ahora probaremos que s pertenece a la sucesion, lo cual contradice la des-
igualdad anterior. Para probar esto, tenemos que demostrar que s se puede escribir de forma tinica como
esa suma de elementos de la sucesién. Supongamos que s = u, +up, cona<b<n+1.Sib=n+1,
entonces u, = u,_1, pero sia < n— 1, entonces u, + tp11 < Up—p +Up1 < Up—1 +Upy1 = $, por lo tanto
la dnica posibilidad con b = n+ 1 es la representacion original. Ahora, si b < n, entonces ambos u, y up
son menores o igual a u,, y por lo tanto u, +up < u,—1 +u,y < tp—1 +uy41 = s. Asi, concluimos que s
puede escribirse de forma tnica como suma de dos elementos de la sucesion, y por lo tanto pertenece a
la sucesion. Como explicamos antes, esto es una contradiccion y se concluye que u,42 = Uy + Uy NO
puede ocurrir.

(Teorema de Toeplitz) Sea {c,x: 1 <k <n,n> 1} un arreglo de nimeros reales tales que

a) lim, ;e ¢, = 0 para cada k € N.
b) im, oo Yp | Cnje = 1.
c) Existe C > 0 tal que para todo n,
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58.
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n
Z leni| < C.
k=1

Pruebe que para cualquier sucesion convergente {a, } la sucesién {b, } dada por b, := Y}, ¢, rar donde
n > 1, es también convergente. Y ademas lim,,_,. a, = limy,_;e by,.

Solucion. Sea a € R. En el caso a, = a para todo n, tenemos 1im, b, = a-1imy—e Y j_; Cpi = a.
Ahora supongamos que 1im,_.a, = a, y notemos que considerando la nueva sucesién a, := a, — a,
basta considerar el caso donde la sucesién tiende a cero. Como {ay, } tiende a cero, dado € > 0 existe n,
tal que |a,| < €/2C para n > n;. Por ser {a,} convergente, también es acotada, digamos por D > 0. Y

por a) existe n, tal que Zzgl |cnk| < €/2D para n > ny. Luego,

np—1 n ni—1 e & e ¢
|bn| < |en k] - lax| + |enkl - lax| <D ekl + 55 leai| < 5+5 =¢,
2C 2 2
k=1 k=n, k=1 k=n,

para n > méx{nj,ny }. Por tanto lim,_, b, = 0.

Sean (ay,), y (b,), dos sucesiones de niimeros positivos tales que

An . by
hm—:O, lim ——— =
n-)ooa1+a2+...+an n-)oob1+b2+..+bn

p

Demuestre que la sucesién definida por
fn = aiby +axby, 1+ +apby,

es tal que
z rn

im-—
noee 41yt +ry
Solucion. Consideremos A, =a;+ax+---+an, B, =by+by+---+by, Ry=r1+nrn+---+r,y

_ an—i+1Bx
aB,+aB, 1+ +a,B; )

Cn k
Mostraremos que {c, ;} satisface las condiciones del ejercicio anterior. Fijado k, tenemos

—0

MY )"
Cn,kg i
ar+ax+---+ap—i+1

cuando n — oo, y claramente )}, ¢, x = 1. Observe también que

b by 1+ b b b b
'n aybp, +axby—1 + +anby 71+Cn,272+"‘+cn7n7n-
B2 Bn

= =cC
R, a\B,+axB, 1+ +a,By n71B1

I'n

Luego por el ejercicio anterior lim,,_,c = lim;, e Z—Z =0.

Demuestre que si (a,), es una sucesion tal que toda subsucesion (b,), es tal que

Iim
n—yo0

<1

)

‘brz+l

n

entonces existen a lo mas dos puntos a los que converge toda subsucesién convergente.
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Solucion. Notemos que {a, } debe ser acotada. De otra forma, podemos considerar una subsucesién {b, }
tal que |b,+1/by| > 2, contradiciendo la hip6tesis. Por contradiccién suponemos que {a, } tiene al menos
dos puntos limites distintos s y ¢ con s # —¢. Entonces hay subsucesiones {b,} y {c,} disjuntas tales
que convergen a s y ¢ respectivamente. Ahora definimos {d;},

b; si i es impar
d; = (i+1)/2 . par,
Cif siies par.
Como para esta subsucesion 1im; ;. |d;+1/d;| no existe, entonces obtenemos la contradiccion.

59. De un ejemplo de una sucesion (a,)nen tal que para todo m € N existe una subsucesion (ay, (m) )Jnen, de
modo ésta que converge a m.

Solucion. Consideremos la sucesién {a,}, = {1,1,2,1,2,3,1,2,3,4,1,2,3,4,5,---}. Esta claramente
satisface lo pedido.

60. Utilizando la definicién de limite superior dada en el Ejemplo 1.42, demuestre que
a) limsup,,_,.,(x, +yn) < Hmsup,,_,.,x, +limsup,,_,., -

b) limsup,_,.,(xny,) < (limsup,_,.,x,) (limsup,_,.. y,), cuando x,,y, > 0.

Construya ejemplos donde las desigualdades son estrictas.
Solucién. Para la parte a), notemos que si fijamos n y consideramos k' > n, tenemos

X +yp < sup{xy : k> n}+sup{yy : k > n},

por lo tanto sup{x; +yi : k > n} <sup{x; : k > n} +sup{yx : kK > n}, y tomando limite cuando n — oo
obtenemos la desigualdad deseada.

Para la parte b), notemos que si fijamos n y consideramos k' > n, usando que las sucesiones son positivas
se tiene que

Xy < sup{xg ik > n}lyy <sup{xy:k>n}sup{y;:k>n},

por lo tanto sup{xyyi : k > n} < sup{x; : k > n}sup{y; : k > n}, y tomando limite cuando n — oo obte-
nemos la desigualdad deseada.

Para ) consideramos x, = (—1)" e y, = (—1)"*!. Para b) consideramos x, = 21" e y, = 2-D""".

61. Sea (ay), una sucesién de nimeros positivos tal que

lim a, = 0.
n—oo

Demuestre que existen infinitos indices n; € N que satisfacen a,,, > a,, para todo m > n;.

Solucion. Consideremos S, := sup;~, ax y notemos que esta sucesion es no creciente con lim, .S, =
limsup,,_,,, @, = 0. Como la sucesién (a,), es de términos positivos, deben existir infinitos indices »;
con Sy, +1 < S,,. Esto ocurre cuando a,, > SUPg> .41 Tk obteniendo el resultado.

62. Demuestre que

lim log(n+1) _
n—e  logn

Solucion. Observamos que
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1 1 1 1)—1 Iy 1 \" 1
og(n+1) _ log(n+1) —logn :10g<n+ )—+1 —tog (14~ Flon
logn logn n /logn n/) nlogn
donde hemos usado los Ejercicios 12 y 17 al final.
63. Demuestre que
lim Vn! = +oo.
n—soo
Solucion. Sean > 2. En el producto n! =1-2-...-n hay al menos |n/2| + 1 factores mayores o iguales

que n/2. Luego, se tiene que

nl > (n/2)2F0 > (nj2)n/?

Por lo tanto /n! > (n/2)!/2. Finalmente concluimos que 1im,, e ¥/n! = oo, pues 1im, o0 1/1/2 = +oo.

64. Sean (x,),, (yn)n dos sucesiones, demuestre que:

a)

b)

Si limy, e X, = +o0 € (y4)n €s acotada inferiormente, entonces

lim (x, +y,) = +-eo.

n—soo

Solucion. Como (y,), es acotada inferiormente, existe M € R tal que para todo n € N se tiene y, > M.
Sea K > 0. Como lim,,_s. x;, = +oo, existe N € N tal que para todo n > N tenemos que x, > K — M.
De aqui se sigue el resultado pues para n > N se tiene

Xn+Yn 2 Xn+M > (K*M) +M =K.
Si lim,—se X, = 400 y existe ¢ > 0 tal que y, > ¢ para todo n € N, entonces
Iim x,y, = 4oo.
n—soo

Solucion. Sea M > 0. Como lim,,_;. X,, = +oo, existe N € N suficientemente grande de modo que para
n> N se tiene x,, > M /c. Como ademds y, > ¢, entonces paran > N, se obtiene x,y, > (M/c)-c =M.

Sea x;,, > 0 para todo n € N, entonces

limx,=0 < Ilim — = 4co.
n—soo n—seo X,
Solucion. Sea M > 0. Si lim,,_,. x, = 0, existe N € N tal que para todo n > N se tiene |x,| < 1/M, es

decir M < 1/x, donde usamos que x, > 0. Por lo tanto lim,,_c ﬁ = +oo,

Por otra parte suponga que lim;_. xi” = +o0. Dado € > 0, escogemos M > 0 suficientemente grande
de modo que € > 1/M por la propiedad Arquimediana. Por 1im,,_c é = +oo, existe N € N tal que
para todo n > N, se tiene que M < 1/x,. Luego, para n grande, tenemos |x,| < 1/M < € de donde
lim;, e x, = 0.

65. Sean (x,) e (y,) dos sucesiones tales que x,, y, > 0. Demuestre que

a)

b)

Si existe ¢ > 0 tal que x,, > ¢ para todo n € Ny si lim,_,. ¥, = 0, entonces

. Xn
Iim — = oo,
=% Y

Si (xn)n es acotada y 1im,_,e ¥, = +oo, entonces

x
lim =2 = 0.
n—yoo yn
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66.

67.

Solucion. Sean (x,) y (y,) sucesiones con x,,y, > 0 para todo n € N.

a) Sea M > 0. Como lim,, ..y, = 0, existe N € N tal que para todo n > N se tiene que y, < j;. Luego,
paran > N se tiene ;ﬁ > yL > M. De aqui se obtiene el resultado.

b) Como (x,) es acotada, existe B > 0 tal que para todo n se tiene x,, < B. Para todo n se cumple 0 <

)yi < yﬁ. Como lim, e ¥, = 4o se tiene lim,,_,c yﬁ = 0. Concluimos con el Teorema del Sandwich.
n n n

Sea (a,), una sucesion tal que

am+an—1 < apin < am+ap+1.

Demuestre que el siguiente limite existe
. dn
Iim —.
n—oe n

Es mads, si denotamos por @ el valor del limite entones
on—1<a, <on+1.

Solucion. Sean n > 1y m > 1 fijos, y escribimos n = km +r con 0 < r < m. Aplicando la desigualdad
dada reiteradamente se obtiene ay,, < ka,, + (k— 1), y luego, usando la desigualdad nuevamente,

ap = Qgmyr < Ggm+ar+1<kay,+k—1+a,+1=ka,+a,+k.
Dividiendo entre n = km -+ r, tenemos

a, <kam+a,+kiam km a,+k

n =  km+r m km+r km+r

Tomando k — oo (es decir, n — o) se obtiene

. dan am
limsup — < —.
n—oo N m

Como esto vale para todo m > 1,

. An .~ Qm
limsup — < inf —.
n—yoo n le m

De manera anéloga, usando la desigualdad inferior a,,+, > a,, +a, — 1, se obtiene

. . .4 am —1
liminf — > sup —
n—eo n m>1 M

Tomando m — oo,
;. oln . ap
liminf — = limsup — =: w.
n—e  n n—ew N
Esto prueba que 1im,_,« a,/n = o existe. Finalmente, tomando m = 1 en la desigualdad original:
apr1 < aptar+1, app >apt+a—1,

y aplicando induccién sobre n, se obtiene wn — 1 < a, < wn+ 1 paratodon > 1.

Sea (ay), una sucesién de nimeros positivos y sea

th\/a]—l— a2+'--+\/(7n.

Sea
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loglogay,
lim sup 0808 _
n—soo

Demuestre que

a) si a <log2, entonces la sucesion (t,), converge,
b) si o >log2, entonces la sucesion (1), diverge.

Solucion. Claramente £, es una sucesion estrictamente creciente. Si @ < log?2, entonces existe ng € N tal
que log(loga,) < n-log?2 paran > ng. O de otra forma a, < ¢*" para n > ng. Por tanto

lné\/al+"~+\/ano1+~/e2"0+~~~+~/e2"§\/a1+~~~+\/ano1+e2”°1/1+~~+\f1.

Luego, usando el Ejemplo 1.33 tenemos

ny 1 5
1, < a1+--~+\/an01+e2°~+2\[.

Por tanto (b, ),en €s una sucesion creciente y acotada superiormente, es decir convergente. Ahora supo-
nemos que & > log2. Por hipétesis, dado 0 < € < o —log?2, existe ng tal que log(loga,) > n-(a—¢€)
paran > ng. Sea 3 :=e* ¢ > 2, en tal caso a, > P para n > ng. Por lo tanto

Yo )
tn:\/a1_|_...+ Any+-++ ean>\/a1+...+\/an0+...+ez””0“>g 2 ,

y asi (b,) diverge a infinito.

Definimos el n-ésimo iterado de la funcién seno por
senj x = senx, sen, x = sen(sen,_j x).

Demuestre que si senx > 0 entonces

Iim sen,, x = 0.
n—ro0

. n
lim 4/ =sen,x=1.
n—oo \[ 3

Solucion. Sea s; = senx > 0. Denotamos s, = sen,x, y en particular, s,4+; = sen(s,). Primero proba-
remos que s, — 0. Para z € (0, 1] se cumple la desigualdad estricta sen(¢) < 7, pues la funcién seno es
estrictamente menor que la funcién identidad en (0, 1]. En particular, si s, € (0, 1] entonces

Es mas

0 < syp1 =sen(sy) < sy.

Como s; € (0,1], por induccién los elementos de (s,) estdn en (0, 1] y son estrictamente decrecientes.
Por tanto la sucesién converge a un limite L > 0. Tomando el limite cuando n — +o0 en s,+1 = sen(sy,)
se obtiene que L = sen(L), cuya unica solucién no negativa es L = 0.

En segundo lugar probaremos que lim;,_c \/g s, = 1. Parat cerca de cero usamos la expansion de Taylor

de orden 3 de donde sent =1 — % +R(t) con R(t) = O(#°) cuando ¢t — 0. Es decir, existen constantes
C >0y & >0 tales que si 0 < ¢ < § entonces |R(¢)| < Ct>. Como s, — 0, existe N tal que para todo

3
n > N se tiene 0 < s, < 6. Usando la expansién de Taylor tenemos s, = s, — %” + R(sy). Usando la
identidad algebraica
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A — 1 1 _ (Sn_sn+l)(sn +Sn+1)
", 82 5252 ’
n+1 n n+1°n

3
y sustituyendo s, — s,41 = 2 — R(s,), obtenemos

3
3 —R(sn)) (s + Su+1)
s;%Jrls%

An:(

Como s, 41 ~ s, cuando n — oo, para n grande los factores s, + 5,41 y s, +1s2 son asintéticamente pro-
porcionales a 25, y s respectivamente. Mds precisamente, usando la desigualdad |R(s,)| < Cs) y que
Sn+1 > Sp/2 para n suficientemente grande (pues s,+1/s, — 1), se deduce que existe una sucesién g, — 0
tal que

1
An - g + gn.
Sumando las igualdades paran = N,N+1,...,N+k— 1 se obtiene
1 k k—1
Z Anij =% 3t Z ENyj-
SN+k SN

Dividiendo por k y haciendo k — oo, como g, — 0 la suma de los &,’s dividida por k tiende a O (por el
Ejercicio 21). Por tanto

i 1 ( 1 1 ) 1

m-(—————=)==

k—oo k S12V+/< S12V 3 ’

lo que implica é = % + O, (1). De aqui se sigue que s, ~ \/é, es decir lim,,_., \/gs,, =1.

69. Sean (ay), y (bn)n dos sucesiones de nimeros reales. Suponga que (b, ), es estrictamente creciente y no
acotada y que el siguiente limite existe

. Qptl —dap
Iim —

=L
n—eo by 1 — by

Demuestre que lim,,—c b—" =L.

Solucién. Sea € > 0. Existe N € N tal que para todo k > N tenemos L — & < Zii}%zz < L+¢. Para
m > n > N sumando las desigualdades anteriores desde k = n hasta k = m — 1 se obtiene

(L - 8)(bm - bn) <am—a, < (L+ 8)(bm - bn)
Dividiendo por b,, y reordenando, usando a,, = a, + (a,, — ay), se llega a

a1 < e e (i- )

Como by, —m—e +oo (pues (by,) es creciente no acotada), para cada n fijo se tiene 3= — 0y ;}’—" — 0.
. . . m m
Haciendo m — oo en las desigualdades anteriores obtenemos

L—g <liminf 2™ <limsup " < L+ e.

m=ree Dy m—eo  DOm

Al ser € > 0 arbitrario, se concluye que lim;_s. b—” =L

70. Sea (ay), la sucesién definida por
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SPWILIVL .
a, = Sty

Demuestre que a pesar de que (a,), es divergente, para todo p € N tenemos que
r}l;r{.lo(aﬁp —a,)=0.
Solucion. Dado que el limite de la suma es igual a la suma de los limites,

LA | 2 1
lima,p—a,=1im ) — = i
n—oo n—)ool.:l n—+i =

71. El siguiente resultado lo utiliza P. Walters en su demostracion del Teorema de Oseledets [15, Lemma 1].
Demuestre que si a,, b,, > 0 paran > 1 entonces

n—oo N n—oo N n—oo N

1 1 1
limsup —log(a, + b,) = max {h’m sup — logay,, limsup — log bn}

1 1 1
liminf —log(a, + b,) > méx {h’minf logay, liminf —log bn} )
n—e n n—e n

n—e n

Solucion. Como el logaritmo es creciente, tenemos
1 1 1
méx < —loga,, —logh, ¢ < —log(a, +by),
n n n

lo que implica la segunda desigualdad pues liminf,_,. max{x,,y, } > max{liminf, e x,, liminf, .y, }
para cualquier par de sucesiones {x,} e {y,}. Similarmente, se obtiene que

1 1 1
limsup —log(a, + b,) > max {h'm sup — logay, limsup — logbn}

n—oo N n—oo N n—oo N

pues limsup,_,, max{x,,y,} = max{limsup,_,. x,,limsup,_,.,y,} para cualquier par de sucesiones
{xn} e {yn}. Para concluir la igualdad en este caso, observe que debemos probar

1 1
limsup —log(a, + b,) < limsup — logméx{ay, by}
n—oo N n—oo N
Como | | | |
—log(a, +by) < —log(2mdx{a,,b,}) = —log2 + —logméx{a,,b,},
n n n n

se obtiene la desigualdad deseada.

72. Construya un sucesién de niimeros naturales (a, ), (cero no es considerado como niimero natural) tal que

. ait+ay+--+ay
lim —————————————— =0,
n—soo n

mientras que

lim Yajay - -a, < .
n—yoo

Observe que a cada sucesién de nimeros naturales se le puede asociar, mediante la descomposicion en
fracciones continuas, un ndmero real en el intervalo [0, 1]. Los ejemplos construidos en este ejercicio
pueden entenderse como ejemplos de nimeros reales para los que su descomposicion en fracciones con-
tinuas posee las propiedades antes mencionadas. Es posible demostrar que casi todo nimero real en [0, 1]
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satisface las propiedades requeridas (ver [5, p.83]).

Solucién. Consideremos la sucesion (a,), definida por ay: = 2" y para los k que no son de la forma
k = 2" definimos a; = 1. Llamemos s, := }/_ ax y p, := II]_a;. Notemos que liminf, Sni se alcanza

., Son _ s .z .
en la subsucesioén 22,7_{ , y que limsup,, y/p, se alcanza en la subsucesién %/p». Entonces se tiene que

\ 2y (2 gn
s bk (2 20 @2l 4

-1 2n—1 -1 2n—1

Por otra parte, 2/par = N1-2-4---221 = 2(2(142+4m)/2") __ | cuando n — +oo. Con esto se tiene

que
1 < lim /p, <limsup /p, = lim %/py =1,
n—yo0 n—yo0 n—yoo

y por otra parte

., Sn . . oSn P
lim — > liminf — = lim = +o0,
n—oo N n—oo N n—yoo 2N — 1

Construya un sucesién de nimeros naturales (ay,), tales que

h ayt+a+---+ay
limsup ——————— < oo,
n—yoo n

y uno de los siguientes limites exista mientras que el el otro no:

. . artay+---+ay
lim ajas---a, y lim ———
n—soo

n—so0 n

Solucion. Construimos una sucesion (a,),>1 con términos en N~ por concatenacién de bloques alter-
nados A1,B1,As,B;,... de la manera siguiente. Cada bloque A; consiste Unicamente en el nimero 2
repetido ny, veces:
A =(2,2,...,2).
—

ng términos

Cada bloque By, consiste en la repeticin my, veces del patrén (1,1,4):

Be=1,1,4,1,1,4,...,1,1,4.

3my, términos
Fijamos las longitudes (n;) y (my) recursivamente para forzar dominancias alternadas. Definimos S :=0
Y Sk := Sg—1 +ny + 3my para k > 1, donde (ny) y (my) se definen como

n=1, m =1,

parak>1: m = (Si+1)%, mgy; =1 (hace que Ay domine),

parak>1: mo=1, mgyy= (St +1)% (hace que By, domine).
Es decir, alternativamente hacemos un bloque A muy largo (cuadrético respecto de la longitud total
previa) y luego un bloque B muy largo, etc. Esto define de forma explicita todas las longitudes.
Propiedades de los bloques. Observemos que para todo bloque:
» Lamedia aritmética de cualquier bloque Ay es

2442
ny B

2.
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» Lamedia aritmética de cualquier bloque B (longitud 3my) es

Lhldt 14144 ome
3my, _Smk_

= La media geométrica de un bloque Ay es 2; la media geométrica de un bloque By es
(1-1-4)13 =413 =223,
En términos de logaritmos, el promedio de loga; en Ay es log2, y en By es (2/3)log2.

La media aritmética converge a 2. Sea S(n) = X;f: 1 a; y considere indices n que coincidan con el extremo
derecho de un bloque completo (después de concatenar varios bloques completos). Si hemos concatenado
hasta el bloque B, (es decir, n = S,), entonces la suma total es la suma de las sumas de los bloques y la
longitud total es S,. Como cada bloque tiene media aritmética exactamente 2, se tiene

Si n no coincide con el final de un bloque, entonces n estd dentro de algtin bloque, y la desviacién de
S(n)/n respecto de 2 viene dada por la contribucién parcial del bloque incompleto; esa contribucién
: longitud del bloque .z . .

relativa es como muchp de.l orden de. 5, longitad del blogque Pero por la eleccién recursiva .las longitudes de
los bloques tienden a infinito y dominan la longitud previa cuando se desea dominancia, por lo que las
contribuciones parciales relativas tienden a 0. Formalmente: si n € (S,_1,S,] entonces

’M_z‘ LC=80) . CAS=S1)
n - n - Srfl +(Sr_Sr71)

con una constante C absolute (por ejemplo C < 4 pues los términos valen en {1,2,4}). Como S, —S,_| —
oo y las longitudes crecen de la forma escogida, el término de la derecha tiende a 0. Asi

La media geométrica no tiene limite. Sea

)= ¢[T] (LY 10ga))
n):=ala;=exp(-) loga;).
i J n & J

Basta mostrar que el promedio de los loga; no converge. Denotemos
1 n
Ln):=-)1 i
= L loza

Calculemos L(S;), el promedio al final de un bloque completo (después de r bloques). La suma de los
logs hasta S, es la suma de las contribuciones de cada bloque; para cada bloque Ay, 1a contribucién media
por término es log2, para cada By es (2/3)1log2. Entonces

_ Zkgr con Ay (”k log 2) + Zkgr con By (Smk ) % log 2)
Sy
(#términos en bloques A) log2 + (#términos en bloques B) Z log2
S, '

L(S)
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74.

75.

Sea A<, la cantidad total de términos provenientes de bloques de tipo A hasta S,, y B<, la cantidad total
de términos provenientes de bloques tipo B hasta S,. Entonces

A B 2
L(S,) = < S<rr> log2+ ( S<,r> glogZ.
Por la construccién recursiva de las longitudes tenemos que, para los indices pares r = 2k, justo después
de haber colocado un bloque A muy largo (recordar que en la definicién ny,.; = (Sy 4 1)?), la proporcién

As,
S,

es arbitrariamente cercana a 1 (mds exactamente, mayor que 1 — 1/(S,_; 4 1)). Asi, tomaremos una
subsecuencia de indices r para los cuales

L(S;) — log?2.

Andlogamente, para los indices impares correspondientes al final de un bloque B muy largo la proporcién
de términos provenientes de bloques B es arbitrariamente cercana a 1, y por tanto existe otra subsecuencia
de indices ¥ para los cuales

2
L(S.) — 3 log?2.

Como log2 # %log 2, 1as dos sucesiones subsecuenciales de L(n) tienden a limites distintos, luego L(n)
no converge. En consecuencia G(n) = exp(L(n)) tampoco converge.

Conclusion. La sucesion construida satisface:

lim sup atotdn < oo (en realidad la media converge a 2),
n—soo n

la media aritmética converge (a 2), y la media geométrica {/a; ---a, no tiene limite. Ademas todos los
a, son enteros positivos (valen en {1,2,4}), por lo que cumple las condiciones pedidas.

El siguiente resultado aparece en [2, Lemma 3.1]. Sea (a,), una sucesién de nimeros reales y sea
. an
¢ = limsup —.
n—oo N

Pruebe que existe una sucesion (b, ), de nimeros reales positivos tales que

> finit .
anexp(an—ns):{ nito s>c¢
n=1

oo s<ec,
Y b
lim —— = 1.
n—o by 1
., . [} Z. a
Solucion. Si Y, exp(a, —nc) < oo, escogemos {ny }ren tal que limy e n:ﬂ y & = n'—:‘ — ¢ — 0 cuando

k — oo. Considerando

ny—n n—nig_q
b, = exp (n( 1+ 8k>),
R —Ng—1 N — Ng—1

para n;_; < n < ny se puede probar lo pedido.

Sea (pn)nufo} una sucesion de términos positivos tales que
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. Pn
lim
n—e po+prt-t pa

Sea (ay), una sucesion tal que b, = ao+a; +- - - +a, satisface lim,,_,. b, = L. Demuestre que la sucesién
definida por
_ Pnbo+ pn—1b1+- -+ poby

" potpi+-+pn

es tal que lim,,_,. s, = L. Construya sucesiones (a,), y (pn)n» con p, € R tales que

lim (a; +ax+ - +ay) = oo,

n—soo
pero (s,), converge. Este método de sumar se denomina Suma de Norlund y generaliza las sumas de
Cesaro.

Solucion. Denotemos P, := po+ p1 + - - - + p,. Fijamos € > 0. Entonces, existe K € N tal que |by —L| < &
para todo k > K. Ahora observemos que para cada 0 < k < K —1, P,_; < P,, por lo tanto para n > K
tenemos que

K-1
|1 ankbk_ <*an klbx — L|+*an klbx — L]
P = L)

Pn—k
< bi—L + €.
o b= L] ; B

Tomando limite superior cuando n — o, se obtiene limsup,,_,,, |5, — L| < €. Como & > 0 es arbitrario,
se concluye el resultado.

Por dltimo construimos un ejemplo de sucesiones (a,), ¥ (pn)n con las propiedades pedidas. Sea p,, =
n+ 1 con n > 0. Entonces tenemos que

(n+1)(n+2).

Po+pit+ ot pn=1+424+(n+1)= >

De este modo podemos verificar que

Pn n+1 2

Po+pi+-+pa - (n+1)2(n+2) T n42 noe

)

_1\n
por lo que se satisface la primera condici6n para (p;,),. Ahora definimos a, = ED% conn > 0. Las sumas

. n+1
parciales de esta sucesion son
I 1 1 (="
b = ... g 1 —_—— _—— — e .
n=ao+ap+---+ay 2+3 4+ +n+1

Ademds, se sabe que el limite L = lim,_,.. b, existe por el test de Leibniz. Luego, por la primera parte
del teorema se tiene que la sucesion

_ Pnbo+pu-1bi 4+ poby _ (n+1)bo+nbi+---+1:by
" potpitetpe (ENEES)

converge al limite L € R.
A continuacién construiremos el ejemplo buscado. Defina la sucesién de sumas parciales (b,) como
potencias de 2

b,=2", paran>0
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76.

Por lo tantp, la sucesién original (a,) queda unicamente determinada porag =bo =1y a, =b,—b,—1 =
gn—1 paran > 1. Notemos que l1im;,_s. b;, = oo.
A continuacién, definimos la sucesién de pesos (py),

po=1,
P1= _47
p2=4,

pn =0, paratodon > 3.
Calculamos la sucesion de sumas parciales P,;:

Py=po=1,
Py = po+p1=-3,
Po=po+pi+pr=1—4+4=1, paratodon>2.

Dado que P, =1y p, = 0 para todo n > 3, se verifica de inmediato la condicién exigida sobre el
decaimiento de los pesos:

Evaluamos ahora la sucesién de medias de Norlund, (s,,). Para n > 2, debido a que p; = 0 parak > 3, la
sumatoria se reduce exclusivamente a tres términos, y el denominador es P, = 1:

n
Sn="3 Pnkbx = pobn+pibn-1+ pabn 2
k=n—-2
Sustituyendo las expresiones explicitas de by y py:
sp= (1)2"+ (—4)2" '+ (4)2" 2

Reescribiendo los términos en base a potencias homogéneas:

. 4.2n72:22.2n72:2n
s 42l =0 (2.2 = 2. 0n

Sustituyendo en la expresion para s,:
5, =2"=2.2"42"=0
Dado que s, = 0 para todo n > 2, se concluye que:

lims, =0
n—soo

Con loq ue obtenemos el ejemplo con L = 0.
Construya una sucesion (a, ), tal que para todo k € Ny todo b > 1 se tiene

k
im = =0, 1im & —o.

n—eo (1, n—soo hNt

Solucion. Considere, por ejemplo, a, = 2V7 Como b > 1, existe r > 0 de modo que b = 2", por tanto

Wn
lim & = lim Z— = Ifm 2V""™ = 0.

n—yoo ht n—yoeo 21N n—oo

Antes de calcular el segundo limite, notamos que para x,, = n?* /2" > 0,
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Xpr1  (nH1)2k 0 2n 1
= . oo — < 1.
Xn 2k el ey S

Luego 1im,_,«x, = 0 por lo visto en el capitulo. Para calcular el limite pedido definimos y, = |[1/n].
Comoy, <v/n<y,+1,

k 2k k
n <Yn+]> .o
O<27\/;1§2'W_>n—)000 — ’}51302—\/2—0

77. Sea Y| a, una serie de términos positivos tal que la sucesioén (a,), es eventualmente decreciente.
Demuestre que las series Y ~_qa, ¥ Y0 2" a2 convergen o divergen simultdneamente.

Solucion. Asumamos, sin pérdida de generalidad, que la sucesion (a,), es decreciente. Sean S, =Y ax
vy =Yi0 Zkazk las sumas parciales de las series. Podemos escribir,

S1 = ap+a; =ag+Tp,
S3=S8S1+ax+a3<ag+To+ax+ay=ap+1Tp+2a=ap+1i,
§7=83+as+as+ag+a; <ag+T +4as = ap+71>. (.7

En general, se puede probar por induccién que Sy»—; < ag + 7,1 . Por otra parte,

S =atata>at+amta=a/24+a+a/2+a=a1/2+a+T1/2,
Ss=S+atas >N +as+ar=a1/2+a+T1/242as=a1/2+ar+ T»/2,
Ss = S4+as+ag+ a7 +ag 2a1/2+a2+T2/2+4a8 :a1/2+a2+T3/2. (1.8)

Por induccidn, se puede probar también que Sx» > a; /2 +az + T, /2. Como las dos sucesiones son posi-
tivas, o bien las sumas parciales crecen hasta el limite, o divergen. Si la sucesién (S,), diverge a infinito,
por la primera desigualdad, (7;,), también. Similarmente, por la segunda desigualdad si la sucesién S,
converge, entonces (7,,), también.

78. (Criterio de Schlomilch) Sea Y. a, una serie de términos positivos tales que la sucesién (ay), es
eventualmente decreciente. Sea ngp < nj < ... una sucesion de enteros positivos tales que, como funcién

de k, el siguiente cuociente es acotado
Ng+1 — Nk
N — N1

Demuestre que las series Y, a, Y Yy (k41 — 1k )ap, convergen o divergen simultineamente.

Solucion. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que los términos de la sucesion son decrecientes.
Definimos Sy, := Y} ax, T := Y} _o (M1 — ni)an, y Uy = Y _o(ng — nk—1)ap, . Notemos que

Sm — Sno+an()+1+'”+anl 2Sn0+(n1—no)anl :Sn()"‘Ulv
Sy = Suy +ap 11+ +an, 2 Sy +U; Jr(’127’11)(1”2 = Sy + U (1.9

En general, se puede probar por induccién que Sy, > S, + Uy. Por otra parte,

Snlfl = Snofl +an, + -+ an -1 < Snofl + (nl _nO)ano =Ony—11 Ty,
Snzfl = Snlfl +an1 + - +an271 < Snofl + TO+ (n2 *nl)anl = Ony—1 +T. (110)
Nuevamemente, se puede probar por induccién que Sy, 1 < Sp,—1 + Ti—1. Por lo tanto, si S, diverge, T,

también. De la misma forma, si U, diverge, S, también. Ademds como (ny1 —ny)/(nx —ng_1) es aco-
tado, podemos aplicar el test de comparacion a las dos series 7, y U,, para concluir que ambas convergen
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79.

80.

81.

o ambas divergen.

Demuestre que la siguiente serie converge

|

n=1

Solucion. Utilizaremos el Criterio de Schlémilch del ejercicio anterior. Sea n; = k%, tenemos que
2_p2 . . oo _ . .
% = % < 3. Para estudiar la convergencia de ), 2 V7, basta estudiar la convergencia de

242 - .
Yot () k" _ Y 2kl Ppor el test del cuociente, observamos que

2\/1(72 2k
k
e R T
Iim = lim =—-<1,
e B T iSadk+2 2

por lo tanto la serie converge.

(Criterio de Kummer) Sea Y| a, una serie de términos positivos y (d,) una sucesién de términos
positivos. Asuma que el siguiente limite existe

lim (dn— a:lﬂd,,“) —p.

n—soo "

a) Demuestre que si p > 0, entonces la serie ) ,-_; a, converge.
b) Demuestre que sip <0y Y, ; i diverge, entonces la serie ), a,, diverge.

Solucion. Sea p,, :=d, — a’;:‘ dy+1. Parala parte a), consideremos k := p /2 > 0. Entonces, existe N € N

tal que p,, > k para todo n > N, equivalentemente,

1
Z(andn - anJrldnJrl) = ay.

Dado m > N, sumando desde n = N hasta n = m tenemos

U 1 1
Z a, < %(aNdN —am+1dm+1) < %aNdN.
n=N

Asi, las sumas parciales de ) a, estdn acotadas por quv;ll an+ %aNdN, y como Y a, es una serie de térmi-
nos positivos, se concluye que converge.
Para la parte b), notemos que existe N € N tal que p, < 0 para todo n > N, y por lo tanto

an

dnfl -

dy <0 = aydy>ay1dy1 2> > andy.

n—1

Asi, param > N tenemos Y' v | dn > andy Yy di, y concluimos que la serie Y a, diverge.
n

(Test de Raabe) Sea Y, a, una serie de términos positivos y supongamos que para todo n € N se tiene
que

An+1 —1_Fn
an n

9
donde 1im,,_,.. 3, = . Demuestre que si 8 > 1 entonces la serie Y| a, converge.

.. — —1 .
Solucion. Notemos que 4 = el ﬁ"T, por lo tanto (n— 1) — “Hn = B, — 1. Consideremos

dy=n—1.Como Y ,1/d, diverge, tenemos que lim,,_,o.(d), — ag Ld,11) = B —1> 0. Luego, la serie




38

82.

83.

84.

85.

86.

87.

1 Numeros Reales
Y, a, converge por el Criterio de Kummer (Ejercicio 82).

Investigue la convergencia de la serie

© 1.3-5--(2n—1)
,;2.4.6m(2n)(n+1)'

Solucion. Sea a, = %% para n > 1. Notamos que
a1 n+D)(n+1) 222 43n4+1 - 3(n+1) 1_3n(n+1)/(zn2+6n+4)
a, (2n+2)(n+2) 2n2+6n+4  2n2+6n+4 n '

Sea ademds B, = 3n(n+1)/(2n> 4 6n+4) paran > 1. La serie converge por el Test de Raabe (Ejercicio
83) pues lim, o0 B = 3 > 1.

Demuestre que si las series de términos positivos Y-, a, y Y-, b, convergen, entonces Y, /a2 + b2
también converge.

Solucion. Dado que los términos son positivos, tenemos que ai2 +b? < al.2 +2a;b; + bi2 = (a; +b;)?. Lue-
go, por el Criterio de Comparacion Y- | v/az +b2 < Yo | an+ Yo by < oo.

Demuestre que si Y| /a2 + b2 converge, entonces Yo dn Y Yoo, by convergen absolutamente.

Solucion. Este ejercicio resulta directamente de aplicar el Criterio de Comparacién. Para esto basta no-

tamos que 0 < |ay,|, |by| < /a2 + b3.
Sea ) ;" | a, una serie convergente de términos positivos. Demuestre que Y ;" \/dnd,+1 converge.

Solucion. Por la desigualdad de la media aritmética-geométrica, 2, /a,d,+1 < a, +a,+1. Ademas Y a, y
Y a,11 convergen, asi Y. (a, + a,+1)/2 converge. Concluimos aplicando el Criterio de Comparacién.

Demuestre que existe una constante K € R tal que para toda sucesion (a, ), de niimeros positivos se tiene

=

I L
1a1+ax+---+ay

n=1""

Solucion. Sea S, = aj; +ax+---+a,, y m= |n/2]. Por la desigualdad de Cauchy—Schwarz tenosm que

(nfm)2§( i i)( i a.,-)§< i i.)Sn.

jem1 47N j j=mt+1 4

Como n—m > n/2 obtenemos que ;¢ S Yi—m+1 7 - Porlotanto ¢ < Zj anH P 4 de donde podemos
obtener el resultado con K = 4. Flnalmente notamos que cualqmer constante K > 4 también satisface lo
pedido.
Demuestre que si la serie de términos positivos Y»_; 1/a, es convergente entonces

n2

a
Z (a1 +az+--+ay)? "

n=1

es convergente.

Solucion. Sea g, = ay +az +- - - +ay, con gg = 0. Estimaremos Sy = Zﬁ:’zl (n/gn)?(¢n— qn_1) en términos
deT =Y ,1/a,. Notemos que
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1 N 2 N 2 N 2 1 N—1 n+1 2 N 2
Sy < —+ = (n+1)7
ar p = 4ndn-1 ar a3 4n-1 = 49n a n=1 4qn n=29n

§—+2): +Z !

=19 =2 949n-

N n)2

Ahora, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, se tiene que (¥, _, .

tanto, Sy < as—l +2+/SNyT 4 T. De aqui se tiene que

IV/Sy — f|<,/—+2T

Por lo tanto, nuestra serie es positiva y tiene sumas parciales acotadas, entonces converge.

N n? N 1
<Y - gan Y- @, ¥ Por lo
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Capitulo 2
Funciones Reales

Algunos de los siguientes ejercicios aparecen en los textos de Bressoud [3], Courant y John [7], Gelbaum

y Olmsted [10], Hardy [11], Lima [14], Shakarchi [21], y en los textos de la Universidad Catdlica de
Valparaiso [23] y de Zegarra [26].

1.

Sean f,g: X — R con lim,_,, f(x) = Ly lim,_,, g(x) = M. Demuestre que,

a) lim(f(x)-g(x) = L-M.
b) Si M +# 0, entonces

Solucion.

a) Sea (x,), una sucesién de nimeros reales que converge a a. Por dlgebra de limites de sucesiones,

Jlm (f(xn) - g(xn)) = lim f(x,) - lim g(x,) = L-M.
Como (x,), es una sucesion arbitraria, el resultado se deduce del Teorema 2.5 que relaciona limites
de funciones con limites de sucesiones.

b) Sea (x,), una sucesién de nimeros reales que converge a a. Por dlgebra de limites de sucesiones,
usando que M # 0, tenemos que

f(xn) o 1im;;—se f(xn) L

Iim = — = —.
n—o g(x,)  limywg(x,) M

Como (x,), es una sucesion arbitraria, el resultado se deduce del Teorema 2.5 que relaciona limites
de funciones con limites de sucesiones.

. Demuestre que

lim senx = sena.
xX—a

Solucion. Para todo x € R tenemos que | senx| < |x|, luego concluimos que limy,_,¢sens = 0. De aqui se
puede verificar que limy,_,gcos(k) = 1. Luego, por dlgebra de limites,

limsen(x) = limsen(a+ /) = lim(sena - cosh+senh - cosa) = sena.
X—a h—0 h—0

. Calcular

a)
lm tan(x) — sen(x)
=0  sen3(x)

41
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b)
lim x2/3 (\/x—|—2 Wy +\/5c)

x—0t

Solucion. a) Primero notamos que

tan(x) —sen(x)  (1/cosx)—1 1 I —cosx 1

sen?(x) ~ sen?(x)  sen?(x) cosx (cosx)(1+cos(x))

Luego obtenemos que

tan(x) — sen(x) 1 1

it =1 =—.
x50 send (x) x50 (cosx)(1+cos(x)) 2

b) Como la funcién es continua, basta reemplazar x = 0. Por lo tanto

lim x2/3(vVx+2—2vVx+14+/x) =0.

x—0t

4. Calcule los siguientes limites, donde m,n € Nya,b € Rcona>0y b > 0.

a)
V12— Y1 =2 . Jx—+a
Iim , Iim ————.
x—0 x+x3 x—=a  X—a
b)
L x" =1 ) 1
Iim ———, Iim .
x—1 x*—1 xﬁol—i
c)
. sen2x 12
Iim , im .
x—0  3x x—1 sen Tx
d)
, senx—sena . tan2x
lim —, Iim .
x—a xX—a x—0 sen3x
e)
COSX — senx 1—+/cosx
im — lim 5 .
x—7m/4  COS2x x—0 X
/)
) T . COSMX — COSNX
Iim (f —x) tanx, lim —————.
x—mr/2 x—0 X
8)
. 5x?arcsenx/3 3 senx 4 senx — 2
x—0 sen32xcos?x’ x—mj2sen’x —4senx+3’
h)
5—+V4+cos?x
h’m\[—;—, lim (sen\/l—i—l/x—sen\/l/x).
x—0 sen- x x—01
)
. 1 1 . 1—cosx
lim|{————, lim ———.
x—0 \ senx tanx x—0 X
)
K — (n4+1)x+n ) 1 —2cosx

Ii _
b PO N A /s sen(x — 7/8)
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k)
lim sen(mx) — szen(ﬂfx) cos(7x) 7 lim log(1+x) .
x—0 X=senx x—0 X
D
& —b* o5 — gsenx
Iim , Iim —.
=0 X x—0 X — senx
m)
x—a
Ii va—1 lim ——.
50 (wWa=1), iy logx —loga
n)
. Ja+x ) (a"+b">1/x
Iim { , lim .
=0V a—x x—0 2
Solucion.

a) Para el primer limite observemos que
VItx2—vT-2x VI4+x2—1 1-2x—1

x+x3 x+x3

x—+x3

Para el primer término, usamos a* — b> = (a — b)(a*> + ab + b*). Tenemos
x

V1i+a2—1 (14x%) -1 _
1+ [(VTF22+ V122 +1]

e x(1+22)[(V1+22)2 4+ V1+x2+1]

que tiende a 0 cuando x — 0. Para el segundo término, usamos a* — b* = (a—b)(a® +a?b +ab* +b?)

Tenemos
VI-2x—1 (1-2x)—1
x4+ x(1422)[(V1T=2x)3 + (VT —2x)2 + V1T —2x+ 1]
)

T (1) [(VT 22+ (VT 222+ V1 —2x+ 1]

L cuando x — 0. Asi,

que tiende a —5
V1+x2—1T—2x o (1> 1

x+x3 2

Para el segundo limite, factorizando el denominador y simplificando, podemos usar la continuidad de

en x = a para obtener

1
Vx+ya
1

\/}_\/a:ll'm x—a :h'm¥=7
DA (VErVa)  aE a2

b) Para el primer limite, usamos la factorizacién x” — 1 = (x — 1)(x~! +-x"2 4--.. 4- 1) para obtener

X" —1 R el W

s
3

lim = lim 1 5 =
x—=1 XX e 4] n

lim
x—a X—a

s m—1 —1 ..
donde en el segundo paso usamos la continuidad de wfz:ﬂ enx=1.
1 X es una funcién continua en x = 0 tenemos que

Para el segundo limite, como T=iF = 1
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X
)lclg(l)l—l/x ;glg)x71—0.

sen( )

2% sen(2x
c) Para el primer limite, reescribimos Sen3( ) — %ge 2<X ) usamos lim, .o

de donde obtenemos

= 1 por el Ejercicio 2.11,

. sen(2x) 2 sen(2x) 2
lim———= =Z1lim——~ ==,
x—=0  3x 3x50 2x 3
Para el segundo limite usamos que sen(7x) = —sen(7w(x — 1)). Ahora como lim,_; % =1 por

el Ejercicio 2.11, y ademds la funcién x+ 1 es continua en x = 1, obtenemos que

1—x2 B

1a(x—1)(x+1) 2
m-——m=m--——--- =
x=lsen(mx) x—=17 sen(m(x—1))

s

d) Para el primer limite, usamos la férmula de la diferencia de senos en el numerador y obtenemos

_ senx—sena 3 2 x+a xX—a
m— = cos sen .
x—a xX—a x—a\x—a 2 2

Ii = lim

Ahora reescribiendo este limite y usando lim,_,, ¢ la sen(%) = 1 resulta que

2

. senx—sena x+a) sen (’%)
lim —— = limcos ———=72 = cosa.

x—a XxX—a x—a )%
Para el segundo limite, desarrollamos la expresién usando la férmula de sen(2x + x), sen(2x), y
cos(2x) para obtener

2senxcosx 2senxcosx

tan(2x) . cos(2x) . cos(2x)

= lim m :
x00 sen(3x) x00 sen(2x) cosx + senxcos(2x) 250 25enxCos2x + senx(cos?x — sen? x)

2co0sx
cos(2x)(3 cos? x—sen? x)

Desarrollando y usando que es continua en x = 0, tenemos que

2senxcosx

tan(2x) . cos(2x) 2cosx 2

im ———= = lim = lim =_.
x—0sen(3x)  x—02senxcos?x+senx(cos2x —sen?x)  x—0cos(2x)(3cos?x —sen?x) 3

e) Para el primer limite, usamos la férmula cos(2x) = cos?x — sen?x = (cosx — senx)(cosx + senx),
. COsX—senx m COSX — senx ) 1 1
im ——— = lim ——=—.
x—n/4  cos(2x) x—>7r/4 (cosx—senx)(cosx+senx) x—m/4COSX+senx /2

Para el segundo limite, usamos 1 — cosx = (1 — /cosx)(1 + y/cosx). Tenemos

. 1—y/cosx _, 1 —cosx 1+cosx
lim ———— = 1lim
=0 x? 20 \x2(1 4 /cosx) 1+ cosx

1
1

NI —
NI —

, sen®x 1 1
=0\ x> 1+4+/cosx 1+cosx
f) Para el primer limite, usamos senx = cos(7/2 —x) y cosx = sen(7/2 — x). Tenemos

senx T/2—x

P

lim (w/2—x)tanx = lim (7/2—x)— cos(m/2—x)=1.

m —
x—=m)2 x—7/2 cosx x%n/2sel’l(7€/2—)

Para el segundo limite, observemos que



2 Funciones Reales 45

2 2 2 2

COSMX — COSNX  COS” mx — cos” nx sen’ nx — sen” mx
x? x*(cosmx+cosnx)  x2(cosmx+ cosnx)’
Asi,
. COSMX—COSAX 1 ,/sennx\2 5 ssenmx\2\ n®—m?
lim ————— =lim n —m = :
x—0 X x—0 \ cosmx + cosnx nx mx 2
. ’ . . ’ P o1 3
g) Para el primer limite, primero notamos que lim,_,o dr“;;(;/ ) pues lim,_, *2* = 1. Luego obte-
nemos que
. 5x*arcsin(x/3) , 5 (2x)3 _arcsin(x/3) 5
m = lim .
x—0sen(2x)3cos?(x)  x—024cos?(x) sen(2x)3 x/3 24

Para el segundo limite, simplificamos y usamos la continuidad de ﬁ en x = 7 para obtener

. 2senx—2 . 2(senx—1)
lim 5 = lim =-1
x—rj2sen’x —4senx+3  x—x/2 (senx— 1)(senx —3)

h) Para el primer limite, usamos (v/5 —v/4 +cos?x)(v/5 + V44 cos?x) = 1 — cos® x = sen® x. Tenemos

tm V5 — V4 +cos?x i 1 1
x—0 senZ x x—0 f S5+vV4+ cos2 x 2\/5 '

Para el segundo limite, utilizando que sena —senb = 2 cos %b) sen(%b) y que

\/> \/>'—2 sen 7\/1+777\/> cos \/@Jr\/z

y el lado derecho tiende a cero cuando x — 0. Asi, se tiene que

, 1 1
Iim seny/ 14— —seny/ — =
x—0t X X
senx

i) Para el primer limite, desarrollamos la expresion y usamos la continuidad de lim,—,0 55
para obtener,

enx=0

lim
x—0

( 1 1 > l—cosx . 1 —cos?x _ senx

= lim = l1m
senx tanx x—0 senx x—0senx(l4cosx) x=01-+cosx

Para el segundo limite, amplificamos la fraccién por 1+ cosx y usamos que lim, o **

obtener

= 1 para

. 1l—cosx . 1—cosx 1+4cosx . /senx\?2 1 1
lim ——— = lim =1 ( ) —_— =
1+cosx 2

2

5 . = 1um
x—=0 X =0 X l14+cosx x=0\ x

J) Para el primer limite, usamos el cambio de variable z =x — 1,

Y —(n+Dx+n @+ —m+DE+)+n 17 /1 nlin41
- : =2 ()= ()P

3\
~
||
)

Por lo tanto,
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k)

)

m)

2 Funciones Reales

K — (n+1)x+n 41 n(n+1)
i =1 2=
w1 (1) zg%,;z( k >Z 2
Para el segundo limite, amplificamos por (x — §) y escribimos

1 —2cosx , (x—m/8) 1—2cosx

Iim ———— .
wonfs sen(x—71/8)  xom/s sen(x — 7/8) (x—1/8)

Sin embargo el limite por la derecha es lim,_, g+ 1-2c08% j =Y el limite por la izquierda es

sen(x—7/8)
7 1-2cosx __ o .
lim, /5~ enGn/8) = +-o0, por lo tanto el limite no existe.

Para el primer limite, usando (1 — cos 7zx) (1 +cos 7£x) = 1 — cos? x = sen’ 7Tx, tenemos

. senmx(1 —cosmx) 5., senmx sen’mx  x 1 3
lim =7’ lim . —.

x—0 xZsenx x—=0 X m2x2  senx 1+cosmx 2

Para el segundo limite, usando la continuidad del logaritmo, tenemos

tm log(x+1)
x—0 X

= limlog(1 +x)1/x = log <11’m(1 +x)'/x> )
x—0 x—0

Haciendo el cambio de variable x = 1/y,

1\’
log [ 1im (1 +x)'*) =1 lim (14— =loge = 1.
or(tp o) <ot (1) ) e

Para el primer limite, observemos que

. oa*—b* oa*—1 . b—1
lim = lim — lim
x—0 X x—0 X x—0 X

)

cuando ambos limites exsten. Vamos a probar que lim,_,o(a* — 1)/x = loga. Como a* = ¢*1°¢¢ con-
sideramos el cambio de variable z = ¢*1°2¢ — 1. Luego el limite pedido pasa a ser

-1
L 08d _ loga-lim

Z
_— _— :1 s
0log(z+ 1) Solog(z+1) 8¢

utilizando el segundo limite de la parte k). Finalmente, concluimos que

X X

lim
x—0 X

=loga —logh =log(a/b).

Para el segundo limite, consideramos el cambio y = x — senx. Usando el limite auxiliar del segundo
limite de la parte /), tenemos

& — eSenx . egxsenx _ | e —1

1
lim = lim — = lim -lim ——— =loge-1=1.
x—0 x—senx  x—0 (x—senx)e MY y0 y  x—0 e se0Y

Para el primer limite, observamos que cuando a = 1, la funcién es constante igual a cero, y por lo
tanto tiene limite 0. Para el caso a > 1, cuando x — 0T, tenemos que a'/* crece mucho mds répido
que 1/x, y por lo tanto xa'/* — oo, Por otro lado, cuando x — 0~ tenemos que 1/x — —ooy a'* = 0.
Asi, los limites laterales no coinciden, y por lo tanto el limite no existe. El argumento para el caso
0 < a < 1 es similar, y también obtenemos que el limite no existe.

Para el segundo limite, usamos el cambio y = x/a — 1 y el limite lim,_,glog(y+1)/y = 1 de la parte
k). Tenemos
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3 xX—a . x—a . (x/a—1)a 3 y
lIm——=lim—————=lim—F—F— =a-lim——— =
x—alogx—loga x—alog(x/a) x—a log(x/a) y—=0log(y+1)

n) Para el primer limite, vamos a calcular el limite del logaritmo de la funcién. Observemos que
Jatx
a—

log(1+x/a) 1 log(l—x/a) 1
x/a at —x/a a’

log _1 (log(1+x/a)flog(1fx/ ))

que tiende a 2/a cuando x tiende a 0, pues 1im,,_,olog(1 +u)/u = 1. Asi, el limite buscado es

lim ¢/ 2EE = g2a,
x—0 a—Xx

Para el segundo limite, dado que /¢ —;b" = exp( log(“ "+07Y) el limite L que buscamos, si existe,
satisface log L = lim,_, 1 +log(5> akeal ). Como lim,_0 €= = loga y lim,_s9 bx— = logb de acuerdo a
la solucidn de la parte (1) tenemos que

Y0 -2
lim KRl loga+logb.
x—0 X
Como log(“+2) = log(1 + “+£=2) y lim,o log(H“) = 1, se concluye que logL = M .Y por

tanto el limite pedido es L = v/ ab.

5. Demuestre que los siguientes limites no existen

a)
1 cosx
Iim — lim —.
=0 X’ x—=0 X
Solucion. Supongamos por contradiccién en ambos casos que los limites existen y son iguales a L. En
el primer caso, usando dlgebra de limites, tenemos que
x 1
l=1lim-= (h’m) (h’mx) =L-0=0.
x—=0Xx x—0Xx x—0
Esta contradiccién implica que el limite no existe. En el segundo caso, el limite tampoco existe pues
de otra forma
cosXx COSX
1= limcosx = Iim (<% ) = <11’m ) (me) —L-0=0.
x—0 x—0 X x—=0 X x—0
b)
1 1 1
lim — sen’ () , lim tan —.
x—=0Xx X x—0 X

Solucién. Primero notamos que si x; = (/2 + 2km)~! entonces sen(1/x;) = 1. Para probar que el

primer limite no existe es suficiente verificar que la sucesién (1/x;)sen®(1/x;) diverge, lo cual sigue
de . :

lim — sen®> — = lim (7/2 4 2k7) = +oo.

k—ro0 X Xk k—yo0
En segundo lugar, notamos que si x; = (274 2km) ! entonces lim;_,..x; = 0. Luego, para todo k € N
tenemos que tan(1/x;) =0, y asi lim; .. tan(1/x;) = 0. Por otra parte, si y; = (/4 +2k7x) ! entonces
limy_,e yx = 0. Ademds, para todo k € N tenemos que tan(1/y;) = 1, y asi limy_,. tan(1/y;) = 1. Por
lo tanto el segundo limite tampoco existe.

6. Calcule
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a)
. L, ef—e "
lim (sen Vx+1—sen \/;c> , lim ————
X—roo x—oo @X e’
b)
; anx ; x+3 x+3
Iim <cos7) , lim
X300 X x—0 \ x —3
)
5
lim L, Jim S22>%,
x4 x o x e
Solucion.

a) Para el primer limite, usando la fofmula para diferencia de senos, se tiene que

sen i T —sen v = 2c0s (LI o (VIET 2V

Como |cos(y)| esta acotada uniformemente por 1. Y por otra parte, usando que vx+1—/x =

m — 0 cuando x — oo, obtenemos que sen( v+l ‘[) — 0 cuando x — oo. Usando la férmula

para sen/x+ 1 —sen+/x escrita al inicio, se obtiene que el limite pedido es O.
Para el segundo limite, cuando x — oo se tiene que

&K —e X 1 er
lim —— = lim 7/
x—ro0 X 4 7% xﬂlerl/e
. L . ~ 2
b) Para el primer limite, usaremos que para u lo suficientemente pequefio tenemos que 1 — % cosu < 1.

Usando u = ¢ tenemos que 1 — 3*5 < cos(a/x) < 1. Luego, tomando l6garitmo y multiplicando por
un valor x que asumimos posmvo sin pérdida de generalidad, obtenemos que

2
a
— |1 < <
xlog (1 2x2> < xlog(cos(a/x)) <O0.

Luego, usando el limite 1im,_,o logbtl) para concluir que xlog(cos(a/x)) — 0 cuando x — eo.

Tomando la exponencial en este limite concluimos que el limite pedido es 1.
Para el segundo limite, cuando x — +co se tiene que

3 x+3 6 x=3 6 6

c¢) Para el primer limite, partimos escribiendo la fraccién como VE = L . Ademas el

\/x+\/x+\/} \/1+@

f 1+ \[ — 0 cuando x — oo. De aqui se obtiene

término en el denominador satisface

x+\/}
X

que el limite pedido es 1.

Para el segundo limite, como cos(5x) es acotada y 1im,_,. 1 /7x = 0, entonces hm)Hm

cos 5x =0

7. Calcule el siguiente limite,

1{m (\[ 2“”‘(%))

x—0t

Solucién. Como sen es una funcién acotada, entonces 2°"(x) también lo es. Ademds lim, o+ Vx =0,
luego el limite lateral es igual a cero.
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8.

10.

11.

Sea f: R — R una funcién monétona y acotada. Demuestre que para todo a € R existen los limites
laterales.

Solucion. Supongamos sin perdida de generalidad que la funcién f es creciente. Sea L= inf{ f(x) : x > a}.
Afirmamos que L = lim,_,,+ f(x). En efecto, dado € > 0 el nimero L+ € no es cota inferior de
{f(x) : x> a}. Luego, existe 6 > 0 tal que L < f(a+ ) < L+ €. Como f es creciente, sia <x <a+90
entonces L < f(x) < L+ €. Con lo que probamos la afirmacién en el caso de limites por la derecha para
funciones crecientes. Los casos restantes se pueden probar similarmente.

Construya un ejemplo de una funcién monétona y acotada que no tenga limite en un punto dado a € R.

Solucion. Basta considerar la funcién

1 six>a
X)) =
f) {—1 six<a,
puesto que lim,_, - f(x) = —1 y lim,_,+ f(x) = 1.
Seaa € Rysea f:(—o0,a) — R una funcién. Asuma que f es acotada superiormente y que six <y <a
entonces f(x) < f(y). Demuestre que

lim f(x)

X—a

existe.

Solucion. Notamos que la funcién f restringida al intervalo [a — 1,a), 1a cual denotamos por f|j,_1 4, €s
acotada, pues f(a—1) < f(x) paratodo x € [a—1,a), y ademds f es acotada superiormente. Por lo tanto
f |[a,17a] es una funcién mondétona y acotada, luego sus limites laterales existen por el Ejercicio 8. En
particular el limite por la izquierda de f]| la—1,q) €0 @ existe. Para concluir recordamos que por definicion
el limite por la izquierda de f en a es igual a este.

Determine para qué valores a y b la funcién

sen(ax)

- si x <0,
3 .
flx) = xi:tle sio 0<x<1,
K4(b—1)x—b .
I si 1 <x,

es continua en todo R.

Solucion. Notamos que la funcién f es continua en cada uno de los 3 intervalos donde esta definida. Por
lo tanto, es suficiente determinar los valores de a y b de modo que f sea continuaen x =0y x = 1. Como

asenax 1
lim = lim — =aq, Iim = — = f(0),
x—0~ f(X) x—0~ ax a4 x—0t f(x) 2 f( )
2 2
1 b—1)x—b
lim f) = tim L dm e = am O DYl b1,
x—1- =1 x+2 x—1t x—1t x—1 x—1t

es necesario y suficiente que a = 1/2 y b = 0 para que la funcién f sea continuaenx=0yenx=1,y
por lo tanto, en todo R.

12. Determine para qué valores x € R la siguiente funcién es continua

£ 0 si x es irracional,
X) =
senx  six esracional.
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13.

14.

15.

16.

17.

2 Funciones Reales

Solucion. Seaa € Ry (x,), C Q tal que lim,_,x, = a. Como x,, € Q tenemos que lim, . f(x,) = 0.
Por lo tanto, como la funcién sen es continua, la funcién f es continua en todo punto a € R tal que
sena = 0. Es decir, f es continua en los puntos de la forma @ = kx con k € Z.
Determine para qué valores x € R la siguiente funcién es continua
x*—1 sixesirracional,
flx) = : .
0 si x es racional.

Solucion. Sea a € Ry (x,), C Q tal que 1im,_,«x, = a, entonces 1im,,_, f(x,) = 0. Por otra parte, si
(yn)n C R\ Q tal que lim, ,«y, = a, entonces lim, .. f(y,) = a*> — 1. Luego, la funcién f es continua
en el conjunto de valores {—1,1}.

Determine para qué valores x € R la siguiente funcién es continua

x sixesirracionalox=0
flx)= { ’

0 six= p/qesracional, p y g son relativamente primos y g > 0.

Solucion. Seaa € Ry (x,), C Q tal que lim,_,x, = a, entonces lim,_,« f(x,) = 0. Luego, la funcién f
solo es continua en x = 0.

Sea f : R — R la funcién definida por

_Jq sixeQyx=p/q;
f(x)_{o sixd Q.

donde el nimero racional p/g se asume escrito de modo que p y ¢ no tengan factores comunes y tal que
g > 0. Demuestre que f no es acotada en ningun intervalo y estudie su continuidad.

Solucién. Sean I = (a,b) y g € Ntal que 1/q < (b—a)/2. Consideremos el conjunto C; := {p/q: p € Z}.
Notamos que C, N1 # 0. En efecto, si la interseccion fuera vacia, entonces I C (p/q,(p+1)/q) para
algin p € Z. Esto implica que b —a < 1/q. Esta contradiccion prueba la afirmacion. Para x € C, N/
se tiene que f(x) = g. Por la propiedad Arquimediana existe g € N arbitrariamente grande tal que
1/q < (b—a)/2. Por lo tanto la funcién f no es acotada en (a,b). Ahora, como toda funcién conti-
nua es localmente acotada tenemos que f no puede ser continua en ningtin punto de su dominio.

Determine para qué valores de x € R la funcién definida por

— 1 — lim &/ cos?
flx)=1 r}l_r}lgo cos?(mx),

es continua.

Solucién. Si x € 7 entonces cos*(nx) = 1, y luego f(x) = 0. Por otra parte, si x € R\ Z entonces
cos?(mx) € (0,1), y asf 1im,,_,. {/cos?(zx) = 1. Luego, si x € R\ Z entonces nuevamente f(x) = 0.
Hemos probado que la funcién f es idénticamente cero y por lo tanto continua en todo R.

Construya una funcién continua que no es mondtona en ningun intervalo (ver [10, p.29].)

Solucion. Sea fi : R — R una funcién definida por f (x) = |x| para |x| < 1/2y fi(x+n) = fi(x) para todo
real x y n entero. También consideramos f,(x) = 4=(n=1) f1(4"~1x) para todo n natural. Ahora definimos
la funcién

oo o0 nflx
RS WATES yE L)
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Como para todo x € Ry n € N se tiene que

1
|f n (x)‘ < m
La serie converge uniformemente en R y por lo tanto la funcién f es continua. Para no hacer uso del test
M de Weierstrass, verificaremos este hecho directamente ,
Sea N € N lo suficientemente grande de modo que Y5, 1/2-4"~! < £/2. Como la funcién valor abso-
Iuto es continua mds la desigualdad triangular,

|f(x+h) - i (x+h) — i (x+h) - \+):

H.qn—1°
N+1 2-4

Por la continuidad de f,, sabemos que existe 6 tal que |h| < & implica | f,(x+ k) — f,,(x)| < €/2N para
1 <n <N. Por lo tanto

o =l 1
— <N — 1+ _—¢.
LUl =h0l+ Y 5y SN g+ =€

Luego, la funcién f es contiunua. Probaremos ahora que f no es monétona en ningun intervalo.
Sean k,m € Ny a = k-4~ Note que f(a) = fi(a) + -+ fu(a). Considere h, = 4-2"!  entonces
Sfula+hy) =0paran>2m+1y luego

m+1
(filathm) = fi(@)+ Y, furi(a+hm) > —mhy + (m+1) = hy > 0.
i=1

Ms

f(a+hm)7f(a>

Il
-

Andlogamente se obtiene que
fla—hy)— f(a) > —mhy + (m+ 1)y, = hy > 0.

Por ultimo basta notar que el conjunto de nimeros de la forma k-4~ es denso en R. Por lo tanto f no
es monotona en ningun intervalo.

18. Sea f: X — R una funcién que sélo posee discontinuidades de primera especie. Demuestre que el con-
junto de puntos donde f es discontinua es numerable.

Solucion. Como la funcién f solo posee discontinuidades de primera especie, para todo x € X existe
limy_,, f(y). Sea o : X — R 1a funcién definida por 6(x) := | f(x) —limy_, f(y)]. (x)>0
si y solo si la funcién f es discontinua en el punto x. Asi el conjunto de discontinuidades de f, que
denotamos por D, se puede escribir como

D =U,D,, donde D,:={xeX:o(x)>1/n}.

Para finalizar basta probar que para todo n € N el conjunto D,, es numerable. Probaremos que D, es un
conjunto de puntos aislados y por lo tanto numerable. Sea a € D,,, como lim,_,, f(x) existe tenemos que
para € = 1 /4n existe 8 > O tal que six € (a — 8,a+ 8) \ {a} entonces, | f(x) — limy_, f(x)| < 1/4n. En
particular, para todo x € (a— 8,a+ &)\ {a} se tiene que 0(x) < ;-. Luego D, N (a—8,a+8) = {a}. Es
decir, D,, es un conjunto de puntos aislados y por lo tanto numerable. Luego D también es numerable.

19. Sea f : X — R una funcién monétona, demuestre que el conjunto de puntos donde f es discontinua es
numerable.
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20.

21.

2 Funciones Reales

Solucion. Sin pérdida de generalidad suponemos que f es una funcién creciente. Denotemos por D
el conjunto de discontinuidades de f. Definiremos una funcién inyectiva F : D — Q, luego, como el
conjunto de los nimeros racionales es numerable concluiremos que D también lo es.

Como la funcién f es monétona para cada a € D existen los limites laterales. Consideremos el intervalo

(ll’mxﬁa* f(x)>h/mxﬁa+ f(x)) y sea
40 € QN (lim £(x), lim 7))

un ndmero racional arbitrario. Notamos que el intervalo (lim,_,,- f(x),lim,_,,+ f(x)) es no trivial pues
a € D. Luego, definimos F (a) = g,. Ademds, como f es monétona, si a, b € Dy b < a entonces

( lim f(x), lim f(x)) m( tim f(x), lim f(x)) = 0.

x—b~ x—bt x—a~ x—a

Por lo tanto la funcién F : D — Q es inyectiva, lo que prueba el resultado.

Sea A C R un conjunto numerable arbitrario. Construya una funcién monétona f : R — R de modo que
el conjunto de puntos donde f es discontinua sea igual a A.

Solucion. Consideremos la sucesién de funciones (f;,), definida por,

0 si x<0,
fn(X)Z{nl2 i 0<x.

Sea A = (a,), una numeracién del conjunto A. Afirmamos que la funcién f(x) =Y, fu(x —a,) es
mondtona y su conjunto de discontinuidades coincide con A.
Notemos, en primer lugar, que la funcién esta bien definida ya que para todo x € R se tiene que

f@) =Y fulx—an) <Y 1/n* < co.

Ademds como cada funcién f,(x — a,) es creciente y positiva, entonces la funcién f también es creciente
y positiva. Ahora probaremos que f es discontinua en todos los elementos de A. En efecto, notamos que
six < a, <y, entonces f(y) — f(x) > 1/n*. Esto implica que

lim f(x)— lim f(x) > 1 /n?.

x—ap x—a,

Por lo tanto, la funcién f es discontinua en x = a,,.

Ahora, seax € R\ Ay € > 0. Consideramos N € N tal que Y'°_ 1/n? < €. Para todo N € N existe § > 0
tal que / := (x — §,x+ &) no contiene a ningtin elemento de {aj,---, ay}. Luego en tal intervalo cada
funcién de la forma f,(x — a,) es constante paran = 1,---, N. Luego, para todo y,z € I se tiene

)= fR)] < i 1/n? <e.
n=N

Es decir, la funcién f es continua para todo nimero x € R\ A.

Sea f : R — R una funcién tal que para todo x, r € R se tiene que

Flex) = t£(x). 22)

Demuestre que la funcién f es continua y describa todas las funciones satisfaciendo (2.2).

Solucion. Por la propiedad (2.2) de la funcién f tenemos que f(x) = xf(1) para todo x € R. Ademas
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lim £(x) = lim x£(1) = x0£(1) = f(x0).

X—X0 X—X0
Por lo tanto f es continua. Ademds, como f(x) = xf(1), se tiene que las funciones que cumplen la
propiedad (2.2) son lineales. Por otra parte toda funcién lineal puede escribirse de esta forma. En con-
clusion, estas son todas las funciones satisfaciendo esta propiedad.

22. Una funcién f : [a,b] — R es mondtona a pedazos si existe una particién del intervalo {a = x; < x <
X3 < ...<xy_1 <x,=b}tal que f es mondtona en cada uno de los intervalos (x;,x;;1). Demuestre que
si f es monétona a pedazos y satisface la propiedad del valor intermedio entonces en continua.

Solucion. En primer lugar probaremos que toda funcién monétona que satisface la propiedad del valor
intermedio es continua. Sin perdida de generalidad, supongamos que la funcién g : (a,b) — R es cre-
ciente y satisface la propiedad del valor intermedio. Asumamos, por contradiccién, que existe un punto
¢ donde Ia funcién no es continua. Observemos que esta discontinuidad no puede ser infinita, pues esto
contradice la propiedad del valor intermedio. Ahora, como la funcién es mondtona y acotada, por el
Ejercicio 8 existen los limites laterales. Es decir,

lim g(x) < lim g(x).

x—c™ x—ct
Sea d € (lim,_,. g(x),lim,_, .+ g(x)) tal que d # g(c). Como g es mondtna tenemos que para todo x €
(a,b) se tiene que g(x) # d. Es decir, no satisface la propiedad del valor intermedio. Esta contradiccién
prueba la afirmacién. Adn mas, la funcién es continua en los extremos del intervalo, es decir en x = a
y x = b. En efecto, notemos que el siguiente limite existe lim,_,;,- g(x) = L. Si, g(b) > L entonces la
propiedad del valor intermedio no se satisface para d € (L,g(b)). Notemos que como g es creciente no
podemos tener que g(b) < L. Luego g es continua en [a, b]. Por lo tanto la funcién f es continua en todo
intervalo de la forma [x;,x;11]. Probaremos ahora que la funcién f es continua también en los bordes de
los intervalos, es decir en los puntos de la particion {a =x; < xy <x3 < ... <x,-1 <x, = b}. Notemos
que los limites laterales existen y en virtud de lo anterior:

lim f(x) = f(x) lm f(x) = f(x)

X—=x; x—)xi+

Con lo que se tiene que f es continua en x;.

23. Construya una funcién f : R — R que no sea continua y que satisfaga f(x+y) = f(x) + f(y) para todo
x,y €R.

Solucion. Si tomamos x =y = 0, necesariamente se tiene que f(0) = 2£(0), por lo tanto f(0) = 0.
Ademas, para n € N, se cumple que f(n) = f(1+---+1) = nf(1). Por otro lado, para g € N,
Ff)y=f1/q+---+1/q9)=qf(1/q), de donde f(1/q) = f(1)/q. En general, para un nimero racional
positivo m/n con n,m € N, tenemos que f(m/n) = f(1/n+---+1/n) =mf(1/n) = mf(1)/n. Final-
mente, observamos que 0 = f(0) = f(x) + f(—x), lo que implica que f(—x) = — f(x) para todo x € R.
Concluimos que f(r) = rf(1) para todo r € Q. En particular, toda funcién continua que satisfaga f(x+
y) = f(x)+ f(y) debe ser necesariamente de la forma f(x) = Kx. Este resultado fue probado por Cauchy
en 1821. Es mas, es posible probar que si f es mondtona o si estd acotada (en algtin intervalo), entonces
f también es de la forma f(x) = Kx.

Sin embargo, Hamel en 1905 probé que existen funciones que satisfacen f(x+y) = f(x)+ f(y) y que no
son de la forma f(x) = Kx. Estas soluciones tienen la particularidad de que el gréifico de f(x) es denso
en R2. La construccion estricta de estas funciones excede el nivel de este texto, pero indicaremos c6mo
se procede. Sea B C R una base de Hamel de R sobre Q, es decir, todo nimero real puede escribirse
de manera tinica como x = Y ;c; A;ix; donde {x;};c; es un subconjunto finito de B y 4; € Q. De manera
analoga al caso racional, la linealidad sobre Q nos permite sacar los escalares racionales. Como cada
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x € R se escribe de manera tnica en la base B, tenemos que

f=f (ZM@') =Y f(ixi) = Y Aif (xi)-

icl iel iel

Para construir la funcién buscada, basta definir arbitrariamente los valores de f(x;) para los elementos
de la base. Si se eligen de manera que no sean todos proporcionales a sus respectivos x;, se obtiene una
funcién aditiva que no es de la forma f(x) = Kx y, en consecuencia, es discontinua en todo punto.

24. Demuestre el Teorema de Weierstrass utilizando el resultado que afirma que toda sucesién mondtona y
acotada es convergente. La idea de esta demotracion es debida a Fort y puede encontrarse en [8].

Solucion. Queremos probar que toda funcién continua f: [a,b] — R alcanza su maximo y minimo.
Demostraremos solo el maximo (el minimo es andlogo aplicandolo a —f). Como f es continua en un
intervalo cerrado, es acotada por la Proposicién 2.1. Asi, M := sup{f(x) : x € [a,b]} estd bien definido.
Queremos probar que existe x € [a,b] tal que f(xo) = M.

Por la definicién de supremo, para cada n € N existe x, € [a,b] tal que

M < fla) <M.

Asi, se tiene que 1im,,_,o. f(x,) = M. Por otra parte, la sucesion (x,) es acotada, y se puede probar que
toda sucesién acotada posee una subsucesién monétona. Sea (x,,) tal sucesién monétona. Como esta
subsucesién es ademds acotada, converge a algiin xo € [a,b]. Por la continuidad de la funcién f, se tiene

F(x0) = Jim £(v,) = M.

25. Construya una funcion continua que posea méximos locales estrictos en el conjunto {1/n:n € N} U{0}.

11

Solucion. Consideremos la particién de [0, 1] dada por {( ) :n € N}. En cada uno de estos intervalos

ntl’n
definiremos la funcién f de modo que sea creciente y lineal en el intervalo (23(‘"11” , %), y decreciente y
lineal en (ﬁ, 23("”:11) ). Notamos que x = 23("”111) es el punto medio del intervalo (ﬁ, %)
Definimos f restringida al intervalo [23&111) , %) como una funcion lineal tal que f (2,12(”1#1)) =2— %
y f(1) =2— 1. Por otra parte, definimos f restringida al intervalo [”1?, %) como una funcién
. 2, 1 2 1 1 2 . . .
lineal tal que f( 2n(nn11)) =2—12Y f(557) =2 — ;57 Ademis definimos f(0) =2, y f restringida al

intervalo [1,2] linealmente con f(1) =1y f(2) = 0. Esto define una funcién continua en el intervalo
[0,2). Ademds se puede verificar que la funcién también es continua en x = 0.

La funcién continua f posee un maximo local estricto en cada punto de la forma x = 1/n. Ademds dado
que los méximos en x = 1/n toman el valor f(1/n) =2 — 1/n, tenemos que f(0) = 2 también es un
méximo estricto local

26. Demuestre que el conjunto de maximos locales estrictos de una funcién continua f : R — R es a lo mas
numerable (ver [15]).

Solucion. Consideremos el conjunto de intervalos abiertos con extremos racionales,
B :={(a,b) CR:a,beQ}.

Para cada maximo local estricto x € R de f sea (ay,by) € % un intervalo tal que x € (ay,by) y
si y € (ax,by) \ {x} entonces f(y) < f(x). El resultado se obtiene notando que la correspondencia
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x+— (ay,by) es uno a uno, y el conjunto Z es numerable.

27. Construya una funcién continua que posea maximos locales en el conjunto de los niimeros racionales
(ver [7]).

Solucion. Sea (q,)nen una enumeracién de los niimeros racionales Q y g : R — R la funcién definida
por
g(x):=1—min{l,|x|}.

Notemos que la funcién g es continua, tiene un méaximo en x = 0 y es igual a cero para todo x € R\
(=1,1). En el intervalo donde g no es nula, su grafico es un tridngulo isGsceles. Consideremos ahora la
funcién f : R — R definida por

fx) = ):1 (), &) = Ang (x‘q") |

Wn

Los niimeros reales positivos A, y w, se especificardn més adelante. Notemos que si |x — g,| > wy,
entonces g,(x) = 0. Ademds, la funcién g, posee un maximo en x = g,. Denotaremos por I, := [g, —
Wn,qn + wy| €l intervalo donde la funcién g, es positiva y lo llamaremos intervalo asociado a g,.
Denotaremos por

a la n-ésima suma parcial en la definicién de la funcién f. Asumiremos las siguientes condiciones:

a) Laconstante A, es tal que 0 < A, <27
b) Los extremos del intervalo /,, no son nimeros racionales.
¢) Si j < nentonces o bien
1) tenemos que g, ¢ I; y la constante w, se escoge de modo que 7, N; = 0, o bien
2) tenemos que g, € I; y la constante w, se escoge de modo que I, esté estrictamente contenido
en la mitad del intervalo de I; al que g, pertenece. Por ejemplo, si g; —w; < g, < g, entonces
qi—wWj<gn—wWn <gnt+wp <gj.

Inductivamente escogemos las constantes A, y w, de modo que se satisfagan las condiciones (1), (2) y
(3). En la segunda parte de la construccién, algunas de estas constantes serdn modificadas, pero seguirdn
satisfaciendo las condiciones aqui establecidas.

Lemma 2.1 La funcion f : R — R definida por f(x) =Y ,_; gn(x) es continua.

Demostracion. En efecto, notemos que la serie de funciones Y g,(x) es normalmente convergente (y
en particular uniformemente convergente) ya que

8

f(x):ign(x)g An<227n:1<00.
n=1 1 n=1

n

Por lo tanto, la funcién f es continua. Este resultado sélo depende de las constantes {A, },cn y no de la
eleccion de wy,.

En lo que sigue construiremos por induccion la sucesion de funciones f,,. Recordemos que f;, es la suma
de funciones g; que, cuando no nulas, poseen un gréfico triangular. Sean A; y wy constantes satisfaciendo
(1), (2) y (3) y, por lo tanto, definiendo f;. Construiremos la funcién f,, de modo tal que:

i) posea un méximo local estricto en g,, ya que es lineal y creciente en (g, — wy,q,) y lineal y decre-
ciente en (g, qn +wn);
ii) sil, CIjentonces j <ny fu(gn) < fi(q;)-
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28.

29.
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Supongamos que la funcion f, | se ha definido satisfaciendo las condiciones i) y ii). Si I, NI; = 0
para todo j € {1,2,...,n— 1} entonces mantenemos la eleccién de A, y w, obtenida en la primera
parte de la construccién. Caso contrario, sea h € {1,2,...,n— 1} el mayor entero tal que g, € I,. En
virtud de la condicién (3b), tenemos que I, C (g4 — Wn,qn) © I, C (qn,qn + wp). Por otra parte, como
S1(gn—wn) < fu(gn), 1a constante A, puede escogerse de modo tal que f,(g,) < fu(qs). Ahora, si g, € I;
para j < h, entonces I, C I; y luego por ii) tenemos que f;,(gx) < f;(g;), de donde f,(g,) < fj(q;) y por
lo tanto se satisface ii). Una vez fijado A,, podemos escoger w, de modo que i) se satisfaga. Para ello,
basta notar que, como las pendientes méximas y minimas de g; son £A4;/wj, si

n—1 4 .
An:zﬁ
Wy i=1 w;j

entonces se satisface i). De este modo concluye la induccién.

Lemma 2.2 La funcion f : R — R definida por f(x) =Y, gn(x) posee un mdximo local estricto en
cada punto racional.

Demostracion. Sea x € I, \ {gn}; probaremos que f(x) < f(gy). Si para todo j € N tal que j > n se tiene
que x ¢ I; entonces por i) tenemos que

Fx) = 1a(x) < fa(an) < f(qn)-

Caso contrario, sea h € {n+1,n+2,...} el menor indice mayor que n tal que x € Ij,. Si existe a lo mds
una cantidad finita de indices k > h tales que x € I, y denotando por k., al mayor de ellos, por i) y ii)
tenemos que

L) = fromar %) < frmar @hna) < frlan) < fulagn) < f(qn).

Si, por el contrario, x pertenece a una infinidad de intervalos y existe una sucesion de indices i < k; <
ky < ... tales que x € I, entonces

£x) = lim fi, ().

Por construccién sabemos que

S (X) < fri(ar;) < fulan) < fa(qn),

y tomando el limite se obtiene

F(x) < fulan) < falgn) < f(qn)-

De donde se obtiene el resultado.

Sea f : [0,2] — R una funcién continua tal que f(0) = f(2). Demuestre que existen a,b € [0,2] tales que

a—b=1y f(a) = f(b).

Solucion. Consideremos la funcién g(x) := f(x+ 1) — f(x). Como g(0) = f(1) — f(0) y g(1) =
f(2)—f(1) = f(0) — f(1), tenemos dos casos. Si f(0) = f(1), entonces a = 1 y b =0 cumplen lo pe-
dido. En caso contrario, sin pérdida de generalidad consideramos que f(1) > f(0), en tal caso g(0) > 0
y g(1) < 0. Luego por el Teorema del Valor Intermedio existe a € (0,1) tal que g(a) = 0, es decir
f(a+1) = f(a). Por lo tanto, obtenemos el resultado con b = a+ 1.

Pruebe que la ecuacién (1 —x) cosx = senx posee al menos una solucién en (0, 1).
Solucién. Consideremos la funcién continua g(x) = (1 —x) cosx—senx. Notamos que g(7/4) = —m\/2/8 <

0y g(0) =1 > 0. Por el Teorema del Valor Intermedio existe xo € (0,7/4) C (0,1) tal que g(x0) =0, es
decir, (1 —xp)cosxp = senxy.
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30.

31.

32.

33.

Demuestre que la funcién f: [1/2,e0) — R definida por

es continua.

Solucion. Para todo x € [n,n+ 1) tenemos que [x] = n. Como la funcién identidad g(x) = x es continua,
tenemos que por dlgebra de funciones continuas y que la composicién de funciones continuas es continua
que la funcién f(x) =n+ (x —n)" es continua en cualquier intervalo (n,n+ 1). Ahora probaremos que
f es continua en cada punto n € Z. Como

lim f(x) = lim (n— 1)+ (x— (n—1))""' =n= lim n4 (x—n)" = lim f(x),

x—n~ X—n~ x—nt x—nt

entonces f es continua para todo n € Z, y por lo tanto en su dominio [1/2,0).

Para todo x # —1 sea

Determine los valores donde f es continua.

Solucion. Puesto que f'%i =1- ﬁ, analizamos la funcién f en tres casos, cuando x = 1, |x| < 1,y
|x| > 1. Six =1 entonces f(x) = 0. Si |x| < 1, como lim,_.x" =0, luego f(x) = —1. Si |x| > 1, como

1im,, 00 X" = oo, luego f(x) = 1. Es decir

-1 st x| <1,
Ffx)=<0 sio x=1,
1 st x| > 1.

Luego f es continua en R\ {—1,1}.

Pruebe que la siguiente funcién f : [0, 1] — [0, 1] es acotada, sin embargo no posee méximos (en parti-
cular no puede ser continua)
(G V. _
o= i SXEQ yox=
0 six e R\ Q.

Solucion. Para todo n € N tenemos que | (;Bl “| < 1, luego f es acotada. Si x es racional y n es impar,

o x irracional, los valores de f son menores o iguales a cero y por lo tanto no pueden ser maximos

dado que f es positiva para x racional con n par. Como para todo niimero par n = 2p tenemos que
2p _ 1 . 2p . L.
T = 1 1 < 1,y lim,_e P = 1, concluimos que f no alcanza su maximo. Y por lo tanto f

no puede ser continua, de otra forma, por el Teorema de Weierstrass, esta alcanzaria su maximo en un
punto del dominio.

Construya una biyeccion f : R — R que sea discontinua en todos sus puntos.

Solucion. Se puede verificar que la siguiente funcién satisface lo pedido,

{x si xeR\Q,

f) = x+1 si xeQ.
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34. Determine si existe una funcién continua que transforme todo nimero racional en un irracional y vice-
versa.

Solucion. Claramente una funcién con tal propiedad no puede ser constante. Suponiendo que tal funcion,
denotada f, existe, entonces

fR)=fQUfR-Q) CfQUQ,

es numerable. Sin embargo por el Teorema del Valor Intermedio si f no es constante, entonces al menos
tiene un intervalo en su imagen, y todo intervalo posee una cantidad no numerable de elementos. Por lo
tanto no existe tal funcion.

35. Demuestre que si f : [a,h] — R es una funcién continua e inyectiva entonces f es monétona.

Solucion. Supongamos por contradiccién que f no es mondétona. En particular, suponemos sin perdida de
generalidad que existen ay, by, ¢ € (a,b) talesque a; <c < b1y f(b1) < f(a1) < f(c). Se procede de ma-
nera andloga en los otros casos. Sea d € (f(a1), f(c)). Entonces f(a1) <d < f(c)y f(b1) <d < f(c).
Como f es continua, por el Teorema del Valor Intermedio, existen & € (aj,c) y N € (c,by) tales que
f(&)=d = f(n), pero & # n, pues estédn en intervalos disjuntos. Esto contradice la inyectividad y prue-
ba el resultado.

36. Demuestre que si f : [a,b] — R es una funcién continua e inyectiva tal que f([a,b]) = X entonces la
funcién inversa f~! : X — [a,b] es continua.

Solucion. Primero notamos que como f es inyectiva, entonces la funcién inversa esta bien definida en
el conjunto X. Ademads sabemos que la funcién es monétona por el problema anterior. Sin pérdida de
generalidad suponemos que es estrictamente creciente. Asi, la imagen de f es igual a X = [f(a), f(D)].
Sea xg € [a,b] tal que f(xp) =yo. Consideramos € > 0 suficientemente pequefio tal que a < xo — € < xp+
€ < b.Como f es creciente f(a) < f(xo—€) <yo < f(x0+¢€) < f(b). Sea también & > 0 suficientemente
pequefio tal que f(xo—€) <yo— 0 <yo+906 < f(xo+€).

Ahora probaremos la continuidad de f~! por definicién. Sean y € (yo—8,y0+0) yx:= f! (y). No-
temos que la funcién f~! es estrictamente creciente. Como f(xo — €) <y < f(xo + €) tenemos que
Xo— € <x<xp+¢€. Esdecir,xp—e<x= f" (y) < xo+&, luego f’l es continua.

37. Considere el siguiente orden en los nlimeros naturales:

3579 ...

e =2:3%-2.5=2-7T>2-9» ...
=22.3-22.5-22.7-22.9~ ...
2325207 =279 - L
S S |

Demuestre el siguiente resultado debido a Sarkovskii [14]. Si f : [a,b] — [a,b] es una funcién continua
tal que existe un punto periddico x € (a,b) de periodo no, es decir,

F0) = fofo- o fx)=x
-veces

y esta propiedad no se tiene para m < ng. Entonces existe un punto periddico para f de periodo k para
todo ng > k.

Solucion. La solucion que presentamos sigue la prueba en el libro de Devaney [6].
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Primero, para dos intervalos cerrados I}, I, vamos a introducir la notacién I} — I si f(I;) cubre L. Si
encontramos una sucesion de intervalos I} — I, — --- — I, — I}, entonces tenemos un punto fijo de f”
en /.

Primero asumimos que f tiene un punto peridédico x de periodo n > 1 impar, y supongamos que f no
tiene puntos periddicos de periodo impar menor que n. Sean xy,...,Xx, los puntos en la 6érbita de x, enu-
merados de izquierda a derecha, y notemos que f permuta los x;. Claramente f(x,) < x,. Escogemos
ahora el mayor i para el cual f(x;) > x;. Sea I} = [x;,x;41]. Como f(x;i+1) < Xi+1, sigue que f(xi+1) < x;
y entonces tenemos que I} C f(I;). Por lo tanto I} — I;.

Como x no tiene periodo 2, no puede ser que f(x;i+1) =x; ¥ f(xi) = xi1, entonces f(I;) contiene al
menos un intervalo de la forma [x;,x;,]. A priori, pueden ser varios de estos intervalos, pero veremos
luego que de hecho es solo uno. Sea ¢ la unién de intervalos de la forma [x;,x1] que son cubiertos
por f(I). Entonces tenemos que I} C &, pero 0, # 11, y si I, es cualquier intervalo en &, de la forma
[xj,xj41], entonces I} — .

Ahora inductivamente, sea &} | la unién de intervalos que son cubiertos por la imagen de algtn intervalo
en 0. Notemos que, si ;1 es cualquier intervalo en &, existe una coleccion de intervalos b, ..., 1,
conl; C O que satisfacen [y — I = --- = I = Ij41.

Abhora los &) forman una union creciente de intervalos. Como existe una cantidad finita de puntos x;,
sigue que existe un / para el cual 0| = 0). Para este [ se tiene que ¢, contiene todos los intervalos de
la forma [x;,x;;1], de otra forma x tendria periodo menor a n.

Afirmamos que hay al menos un intervalo [x;,x;.1] diferente de /; en algin &y cuya imagen cubre /;.
Esto sigue de que como n es impar, existen mas x;’s en un lado de I; que en el otro. Asi, algunos x;
deben cambiar de lado bajo la accién de f y otros no. Consecuentemente, hay al menos un intervalo
cuya imagen cubre /.

Ahora consideremos cadenas de intervalos I; — ... — Iy — I;, donde cada I; es de la forma [x;, x4 1]
para algin j donde I, # I;. No asumimos que ; C 0}. Por la observacién anterior, existe al menos una de
estas cadenas. Escogemos el menor & para el cual esto ocurre, es decir, I} — ... — [ — I es el camino
mads corto de I a I} (excepto por I} — I1).

Ahora, si k < n— 1, entonces una de las cadenas Iy — ... =+ Iy = I oI} — ... = I, = I} — I, entrega
un punto fijo de f™ con m < k impar. Este punto debe tener periodo minimo < k pues /1 NI, consiste de
un solo punto, y ese punto tiene periodo > m. Por lo tanto k =n — 1.
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Como k es el menor entero que funciona, no puede ser que I; — I; para j > [ + 1. Sigue que la 6rbita de
x debe estar ordenado en R de dos posibles maneras, una de ellas se muestra en la figura ??.

//—\,1/, Iy I

Entonces podemos extender el diagrama de la figura ?? al que se muestra en la figura ???. Ahora el
Teorema de Sarkovskii para el caso especial n impar es inmediato. Periodos mayores que n estan dados
por ciclos de la forma I} — ... = [,_; — I} — ... — I;. Los periodos pares menores estdn dados por
ciclos de la forma

Infl — In72 — Infla

Ly =g = L3 = L — I,

etcétera. Para el caso n par, primero notemos que f debe tener un punto de periodo 2. Esto sigue del
argumento anterior que garantiza que algunos x; cambian de lado bajo la accién de f y otros no (use el
hecho que I,_p — 1,1 y I,—1 — I,—2). Si este no es el caso, entonces todos los x; cambian de lado, y
entonces [xi1,%,] C f([x1,x:]) y [, xi] C f([xigr,%]).

Pero entonces, nuestra observacion anterior produce un punto de periodo 2 en [xy,x;].

Q

S

~

oz : \ A
-//\ NG
|
n-3 ls
e
o

-
= -

Ahora el teorema serd probado para n = 2" como sigue. Sea k = 2/ con I < m. Considere g = fk/ 2. Por
hipétesis, g tiene un punto periédico de periodo 2~**1. Por lo tanto, g tiene un punto que tiene periodo
2. Este punto tiene periodo 2/ para f. El caso final es n = p-2™ con p impar, que se puede reducir a los
dos anteriores.

38. Sean f,g: A C R — R funciones continuas, demuestre que las siguientes funciones también son conti-
nuas

M(x) == max{f(x),g(x)}  m(x):=min{f(x),g(x)}.
Solucion. Notamos que

f)+8(x) +1f(x) —g(x)|
2 )

Jx) +8(x) —|f(x) — ()|

M(x) = >

m(x) =
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39.

40.

41.

42.

Luego, tanto M(x) como m(x) son la suma de (composiciones) de funciones continuas, y por lo tanto
también continuas.

Sean® #A C Ry f: R — R definida por f(x) = inf{|x —a| : a € A}. Demuestre que si x, y € R entonces

If () = fO)I < =yl

En particular f es continua.

Solucion. Sean 'y € A, y x, z € R. Por la desigualdad triangular tenemos que |x —y| < |x —z| + |z —y|.
Ahora, tomando infimo en y € A obtenemos f(x) < |x — z| + f(z). Por lo tanto, f(x) — f(z) < |x —z].
Intercambiando los roles de x y z, tenemos que —|x —z| < f(x) — f(z), de donde se concluye el resultado.

Sean f, g : R — R funciones continuas tales que si r € Q entonces f(r) = g(r). Demuestre que para todo
x € R se tiene que f(x) = g(x).

Solucion. Sea x € R\ Q un nimero irracional y (x,), una sucesién de nimeros racionales que converge
a x (esta sucesion existe ya que los racionales son densos en los reales). Como f y g son funciones
continuas tenemos que f(x) = lim, . f(x,;) y g(x) = lim, . g(x,). Como para todo n € N tenemos que
S (xn) = g(xn), luego f(x) = g(x). Por lo tanto f(x) = g(x) para todo x € R.

Sea f: R — R. Para cada n € N defina el conjunto C, formado por los puntos a € R tales que existe un
intervalo abierto I que contiene al punto x = a, de modo que si x,y € [ se tiene que

f(x)—fO)l <

S| =

Demuestre que f es continuaenx =a siy solosia € C, paratodon € N.

Solucion. Supongamos que f es continua en a. Sea € = 1/2n, existe 6 > 0 tal que si [x —a| < & entonces
|f(x) — f(a)] < 1/2n. Por lo tanto, para todo x,y € (a — §,a+ 8) se tiene que | f(x) — f(y)| < 1/n. Para
probar la otra implicancia basta considerar y = a y observar que 1/n tiende a cero cuando n — oo.

Determine si existe una funcién continua en los nimeros racionales y discontinua en los irracionales
(utlice el problema anterior).

Solucion. Por el ejercicio anterior sabemos que si existiera una funcién f : R — R con tales propiedades,
entonces el conjunto de puntos de discontinuidad se escribiria como Q = N,,C,, es decir la interseccién
de numerables conjuntos abiertos, pues el conjunto C, es abierto para todo n € N. De otra forma

R\ Q = U,C;,

es la unién numerable de conjuntos cerrados. En lo que sigue probaremos que esto no puede ocurrir
ocupando un conocido teorema de la topologia en R.

Teorema de Baire: Si {F;};cny es una sucesion de conjuntos cerrados con interior vacio, entonces U, F;
también tiene interior vacio.

Abhora, si R\ Q = U,C%, entonces el conjunto C tiene interior vacio, pues de otra forma C,, contendria
elementos de Q. Por otra parte, si enumeramos los racionales por {¢, }ncn, entonces Q = U,{q,} es la
unién de numerables conjuntos con interior vacio. Luego,

R=QuU (R\Q> = (UnCZ) U (Un{%})7
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43.

44.

45.

46.

47.

2 Funciones Reales

por lo que por el Teorema de Baire R es un conjunto con interior vacio lo cual es absurdo. Esto completa
la prueba de que no existe tal funcion.

Sea p: R — R un polinomio de grado par dado por p(x) = ag,x*" +- - - +ajx +ap. Demuestre que existe
xo € R tal que p(xg) < p(x) para todo x € R.

Solucion. Como lim,_, 1« p(x) = lim,_,_o p(x) = +oo, este ejercicio es un caso particular del siguiente
problema.

Sea f: R — R una funcién continua tal que

lim f(x) = lm f(x)= +oo.

X—r+oo X—>—00

Demuestre que existe xg € R tal que f(xp) < f(x) para todo x € R.

Solucion. Como limy_, 1o f(x) = limy_s_e f(x) = +oo, existen M,N > 0 tales que si x > M entonces
f(x) > f(0), y six < —N entonces f(x) > f(0). Por lo tanto, necesariamente el minimo de f se alcanza
en el intervalo [—N,M]. Ademds, como f es continua en el intervalo [—N, M|, podemos usar el Teorema
de Weierstrass para probar que existe el minimo en este intervalo.

Sea f : R — R una funcién tal que para todo € > 0 existe una funcién continua g : R — R tal que para
todo x € R se tiene

[g(x) = flx)[ <e.

Demuestre que f es continua.

Solucion. Sean a € Ry € > 0, entonces existe g : R — R continua tal que |f(x) — g(x)| < €/3 para todo
x € R. Como g es continua existe 6 > 0 tal que si |a —y| < 0, entonces |g(a) — g(y)| < €/3. Ahora, si
|x —a| < & entonces

) = (@] < 1£(x) — 8]+ |g) — gl@)] + |g(@) — fla)| < S+ 5+5 =e.

Por lo tanto la funcién f es continua.

Sea f : R — R la funcién definida por f(x) = x + axsenx. Demuestre que si |a| < 1 entonces

AR @ =ty ln fl) =
Solucion. Probaremos que 1im,_, ;o f(x) = +oo, el otro limite se obtiene similarmente. Primero notamos
que f(x) =x(1+asenx). Ademds, 0 < 1 — |a| < 1+4asenx < 1+ |a|. Por lo tanto el resultado se sigue
dado que lim,_, 4 x(1 — |a|) = +-oo.

Sea f : [0,1] — R una funcién continua tal que para todo x € [0, 1] se tiene que f(x) € Qy f(1/2)=1/2.
Demuestre que para todo x € (0,1) se tiene que f(x) =1/2.

Solucion. Supongamos que f no es constante, es decir, que existe xo € (0,1) tal que f(xp) =a # 1/2.
Suponemos sin perdida de generalidad que xg < 1/2y que a < 1/2. Sead € (a,1/2)N(R\ Q) arbitrario.
Luego, como f es continua por el Teorema del Valor Intermedio existe x’ € (xo, 1/2) tal que f(x') =d.
Sin embargo esto contradice que f(x') € Q. Es decir la funcién es constante igual a 1/2.
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48. Demuestre que si f : [a,h] — R es mondtona y satisface la propiedad del valor intermedio entonces es
continua.

Solucion. Supongamos sin pérdida de generalidad que f es creciente. Probaremos el resultado por con-
tradiccién. Es decir, supongamos que f no es continua en un punto, digamos ¢ € (a,b). Como f es
mondtona y creciente, tenemos que lim,_,.— f(x) = L, < L; =lim,_, .+ f(x), por el Ejercicio 8. Luego,
como la funcién es monétona existe 8 > 0 suficientemente pequefio tal que si 0 < ¢ —x < § entonces
f(x) <L, ysi0<x—c < dentonces f(x) > L. Porlotanto, (L +Lz)/2 € (f(c— ), f(c+8)) y para
todo x € (¢ — 0,c+ 0) se tiene que f(x) # (L1 + L) /2. Es decir, no se satisface la propiedad del valor
intermedio. Esta contradiccién prueba el resultado.

49. Considere las funciones

x—1]—2 si x<4,
fx) = y 8(x) = [2x+1].

(x—5)? si x>4,
Determine si los siguientes limites existen, y en caso que existan, calcule su valor:

i) ll’rg (fog)(x).

i) lim g(x)l.
x—)—% x‘f’z

Solucion. Para el limite en 1), observemos que las funciones f y g son continuas en todo R. Asi, como la
composicion de funciones continuas es continua, tenemos

lim (fog)(x) = (f0g)(3/2) = 1.

x—3

Para el limite en ii), usamos los limites laterales. Primero,

., g(x) , [2x+1| . 2x+1 . 2(2x+1)
fm = = = _-_—

= = = =2
ot X 12 a2t X112 et x4 12 i)t 224 1

Por otra parte,

g(x) ) 2x+1] —(2x+1)

lim = lim = lim =-2.
xo—1/2-x+1/2  xs-12-x4+1/2 0 x-1/2- x+1/2

Por lo tanto el limite no existe.

50. Sea g:R — R™\ {1} una funcién continua y positiva tal que lfII(l) g(x) = L. Calcule
X—

lim sen(g(x)—1)
=0 \/g(x)—1

Solucion. Notamos que

sen(g(x) —1) sen(g(x)—1) .

Luego,

. sen(g(x)—1) . sen(g(x)—1) . B _
e =1 A a1 am(VEWrh=1-2=2
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51. Sea p: R — Rel polinomio
p(x) =x" +ap XN ax+ao,
donde n es par. Demuestre que existe y € R tal que para todo x € R se tiene p(y) < p(x).

Solucién. Sea M suficientemente grande tal que si |x| > M entonces + <14+ %=L 4...4+ % [ uego, como
g q 2 = x x g
n es par, para todo x € R tenemos que x* > 0, y asi

x" ay—| aop
—<x”(1 Gnl . f): ).
> = + < 4 7 p(x)
Por lo tanto,

ngmp(x) - xg@mp(x) = e 2.3)
Ademds, sea N suficientemente grande tal que si |x| > N entonces p(x) > 2p(0). Luego, el minimo de
la funcién p, si existe, necesariamente esta en el intervalo [—N, N]. Finalmente usamos el Teorema de
Weierstrass en el intervalo [—N, N| para probar que existe un minimo global y para la funcién p restrin-

gida a [-N,N]. Y or el argumento anterior y es también un minimo global de p en R.

52. Sea f: R — Ry a > 0. Diremos que la funcién f es a-continua en el punto x € R si existe & > 0 tal
que para todo y,z € (x— 8,x+ 8) se tiene que |f(y) — f(z)| < &. Sea

D}, =Dy = {x€R: lafuncién f no es a-continua en x}.

a) Demuestre que si & < o entonces D, C D, .

b) Demuestre que si f es continua en x € R entonces es ¢-continua en x, para todo o > 0.

c) Demuestre que si f no es continua en x € R entonces existe & > 0 tal que f no es ¢-continua en x.
Deduzca que el conjunto de discontinuidades de una funcién f, denotado por Dy, es tal que

Dy =U_ 1Dy

d) Demuestre que dado o > 0 el conjunto Dy, es cerrado, es decir, para cualquier sucesion (x;,),en con
Xn € Dg para todo n € N, se tiene que si (x,), converge al punto x € R entonces x € Dy,.

e) En virtud de lo anterior se tiene que el conjunto D es la unién numerable de conjuntos cerrados.

f) Exhiba un ejemplo de un conjunto que no es la unién numerable de conjuntos cerrados.

Solucion. Para la parte a), observemos que si f es o-continua en x, entonces existe 6 > 0 tal que para
todo y,z € (x— 8,x+ 0) se tiene que |f(y) — f(z)| < o < 0. Luego f es op-continua en x, es decir
Dg, C Dg,.

Para la parte b), supongamos que f es continua en x € R y fijemos o > 0. Entonces existe 8 > 0 tal que
si|x—a| < 8, setiene |f(x) — f(a)| < &t/2. Asi, |f(y) — f(2)| < o paratodo y,z € (x—0,x+ §), es decir
f es a-continua en x. Como « > 0 es arbitrario, se concluye el resultado.

=)

Ya probamos en el Ejercicio 41 que Dy = U;_ Dy, pero escrito de una manera algo distinta. Basta
observar que C, = D{ mY de esta igualdad es directo lo pedido en ¢). La parte d) también sigue de lo
hecho en el Ejercicio 42 cuando se prob6 que C, es abierto.

La parte ¢) es consecuencia de las partes c¢) y d). Por ultimo, la parte f) viene de la solucién del Ejercicio
42, cuando probamos que R\ Q tiene tal propiedad.
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Capitulo 3
La Derivada

Algunos de los siguientes ejercicios aparecen en los textos de Bressoud [3], Courant y John [7], Gelbaum
y Olmsted [10], Hardy [11], Lima [14], Rudin [19], Shakarchi [21] y en los textos de la Universidad Catdlica
de Valparaiso [23] y de Zegarra [26].

1. Determine, en los puntos en que existen, las derivadas de las siguientes funciones

f@) =lxx,  fx)=+vkl,  fx)=log3,  f(x)=log,(cosx).

Solucién. Notemos que f(x) = x|x| estd definida por f(x) = —x*six <0y f(x) = x? si x > 0. La funcién
f es diferenciable en (—e0,0) U (0,0) y su derivada en este conjunto es f’(x) = 2|x|. La derivada en x = 0

es
lim fx) - f(0) = lim x=0= lim (—x) = lim M
x—0F x—0 x—0t x—=0~ x—=0~ x—0

Por lo tanto, la derivada de f en x = 0 existe y es igual a cero.

La segunda funcién estd definida por f(x) = /xsix >0,y f(x) = v/—x si x < 0. En este caso tenemos
que f'(x) =1/2y/xsix >0y f'(x) = —1/2y/—x si x < 0. Cuando x = 0 tenemos,

/ y A ]
110)= tig T i 2 =

Por lo tanto, como no existe el limite, la funcién no es diferenciable en x = 0.

En el caso de tercera funcién, notamos que f(x) = log, 3 =log3/logx. Por lo tanto para x > 0,

£ = — log3 _1: ~ log3 .
logzx X xlogzx
Para la cuarta funcién, notamos que f(x) = log, cosx = loglgi;;x) . De donde
£ —ouy logx — w senx log(cosx)
X) = = — —
log?x cos(x)logx  xlog?x

cuyo dominio es el conjunto de nimeros reales x con cosx > 0.

2. Demuestre que la funcién definida por

| x?|cos(m/x)| si x#0,
f(x)_{o i x=0,
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no es diferenciable en los puntos x, = 2/(2n+ 1) donde n € Z, pero es diferenciable en x = 0 que es
limite de la sucesion (x;),.

Solucion. Por definicidon

oy — e L= F(0) o h?[cos(x/h)]
f(O)—hmio han

h—0 h h—0 - }lll_r>r(1)h|cos(7r/h)| B

Por lo tanto, la funcién f es diferenciable en x = 0. Consideremos ahora la diferenciabilidad en x;, donde
notamos que cos(7/x,) = 0. Ahora, para n impar

tim L0 =S ln) g Peos(z/0) =0 <2xcos(7r/x)—x2 (;f) sen(n/x)>

x%x,f X —Xp x%x;,r X —Xp

X=Xpn
Asi f) (x,) = —1. Andlogamente obtenemos que f” (x,) = 1. Por tanto f no es diferenciable en x = x;.

. Suponga que las funciones f y g son diferenciables en el punto x = a. Determine

a)
o ()~ af ()
xX—a X—da ’
D)
o FWg(a) ~ fla)s()
X—a xXxX—da
Solucion.

a) Primero reescribimos el limite como

@) —af) | xf(a) —xf )+ () —af () (= a) () —x(f() — f(@)

x—a xX—a x—a xX—a x—a xX—a

Luego, concluimos usando la continuidad de la funcién f en x = a, y laregla del producto para limites,

i@ =07 | (5= a)f () (/) ~ (@)

xX—a X—d X—a X—da

— f(a)—af'(a).

b) Similarmente, reescribimos el limite pedido y usamos las reglas de limites para obtener

i PO i T i 025 < st a) s )

. Sea f una funcién diferenciable en x = 0 con f’(0) # 0. Determine
flx

f(x)e" = £(0)
xlg(l)f( )cosx F(0)”

Solucion. Tenemos que

e timeo OO0 G| o)+ p0)
x—=0 f(x)cosx— f(0) lim,_o W (f(x)cosx)’ B 7(0)

. Sea f una funcién diferenciable en x = a con f(a) > 0. Determine
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) f(x) 1/(logx—loga)
1 (o) |

Solucion. Notemos que como la exponencial es continua y el logaritmo es su inversa, este limite es igual

a
oo | (£2) |
Pero,
F(x) PEeo 1 logf(x)—logf(a)
logl(f(a)> ]: IET T
Luego,
. 1 log f(x) —log f 1 / f
I o —toga © = (x;)c_aog =B oz, e/ (x))”_af(g)l)'

X—a

Por lo tanto

()™ o0 ()

6. Sea f una funcion diferenciable en x = 0 con f(0) =0y sea k € N. Determine el valor de

tin (r0+7 (3)+1(5) ++7 (7))

Solucion. Como f(0) = 0, podemos reescribir el limite pedido de la siguiente forma

(10 () 4 () =ty (P UEIO) il s0)

Luego, usando que f es diferenciable en x = 0, tenemos que

)%%%(f(x)ij(%)Jerf(%)) = (1+;+;+«-.+]l<>f/(0).

. . 7+ . s . s X | =X .,
7. Funciones hiperbdlicas. La funcién coseno hiperbdlico se define por cosh(x) = £ +2e , y la funcién seno

hiperbdlico se define por senh(x) = “X’z‘ﬂ . Demuestre que cosh”x — senh?x = 1 y calcule las derivadas

de ambas funciones.

., A 2x —2x 2x —2x ,
Solucion. Por definicién tenemos que cosh? (x) —senh?(x) = <2t — — € =2t¢ — — | Ademds, usan-

do las propiedades de derivadas,

X _ =X X —x
€ ¢  —senh(x), senh’(x) = & e

cosh’(x) = = cosh(x).

8. Calcule la derivada de las siguientes funciones

f(x) = arccos(Inx), glx) = m’ hix) = %.

a)

b)
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l—x ’ sec(x?) senx )
f(x) =sen ( > , glx) = ————— h(x) = sen(x®)¥etane

~ cosec(x2+1)’

c)
flx) =x", g(x) = ¢*arcsenx, h(x) =In (cos arcsen 32%) .
d)
f(x) = (senx)“*" + (cosx)*™, g(x) = arctan y/ /x +arccos x.
e)
1 . -
flx)= ez 1) g(x) = (Inx)(sen(e")), h(x) = x° cos(Inx?).
Solucion.
a)
o 1 g’(x)zl 8/ VX(V242\/X)/x+4/x 42
V1= (Inx))* 5 \/2x+ \/\/i(\@+2\/5c)\/x/i(\@+2\/i)x/?
W) — 2sec?(2x)  3tan(2x)csc?(3x)
O = ety (1= cot3))?
b) )
/ 3(005( i—;ﬁ) —1)005( i—;ﬁ)
r) = s ,
I+x

g’ (x) =2sec(x?) tan(x?)xsen(x) sen (x> + 1) +sec(x?) cos(x) sen(x* + 1) 4+ 2 sec(x?) sen(x) cos(x* +1)x,

H(x) = sen(x3)arclan(x2) <2xln(sen(x3)) 3arCtan(x2)cos(x3)x2> |

| sen(x3)
c)
X 27\2~»—x
f(x) :x“"x(x)‘(lnx+ 1 Inx+x""1), g'(x) = e arcsenx+ \/16_7, H(x)= 8 )1 E (31211%2111(3)-
d)
/ . COosx 1 COS('X:)Z senx l Sen(x)2
f'(x) = sen(x) < sen(x)In(senx) + pp— ) + cos(x) <COS(X) n(cosx) — cosx) )
11
,(x) _ 1 2Vx 1—x2
§ 2 \/\/x+arccosx(1 + /x+arccosx)
e)

~ 3sec(2x) tan(2x)

6= (sec(2x) —1)5/27

gx) = %(ex) +In(x) cos(e)e", ' (x) = 5x* cos(In(x?)) — 2x* sen(In(x?)).
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9.

10.

11.

Sea f: R — R una funcién periédica, es decir, tal que existe A € R de modo que f(x+A) = f(x) para
todo x € R. Demuestre que f’ también es periddica.

Solucién. Derivando la igualdad f(x) = f(x+A), obtenemos f'(x) = f'(x+A) L (x+A) = f'(x+A).
Por lo tanto, f’ también es periédica.

Sea f: [a,b] — R una funcién continua tal que f es diferenciable excepto quizés en ¢ € (a,b). Demuestre
que si f’(x) — L cuando x — ¢, entonces f(c) = L.

Solucién. Sea x € (a,c). Por el Teorema del Valor Medio, existe & (x) € (x,¢) tal que /(€ (x)) =L (Xi:f (©),
Ademds, como x < & (x) < ¢, tenemos que & (x) — ¢ cuando x — ¢~ . Entonces

L= lim f'(£(x)) = lim

X—c™ xX—c~ X—C

Donde f (c) es la derivada por la izquierda de f en ¢ . Andlogamente f' (¢) = L, luego f’(c) = L.

Sea f : [a,b] — R una funcién diferenciable cuya derivada es continua y decreciente tal que f’(b) > 0.
Sea by = b. Demuestre que los niimeros

b, = f_l (f(bnfl) *f/(bnfl)(bnfl *a))

estdn bien definidos y son tales que a < b, < b,_;. Demuestre que la sucesién {f(b,)}, converge al
punto x = a (ver Evans [9]).

Solucién. Primero notamos que como f” es decreciente y f/(b) es positivo, entonces f'(x) > f/(b) > 0
para todo x € [a,b]. En particular, f es estrictamente creciente.

Ahora procedemos por induccién. Por el Teorema del Valor Medio aplicado a f en [a,b], existea <X <b
tal que f(a) = f(b) — f'(X)(b— a). Entonces, como f” es decreciente y f’(b) > 0, se tiene que

fla) < f(b)—f'(b)(b—a) < f(b).

Como f es continua, podemos usar el Teorema del Valor Intermedio para probar que existe con a < by <
b tal que f(b1) = f(b) — f'(b)(b—a). Ademds f es creciente y continua en [a, b], asi la funcién inversa
£ !existe. Por tanto by = f~1(f(b) — £ (b)(b—a)).

Ahora asumimos por induccién que b, existe con a < b,, < b,—1. Como antes, usamos el Teorema del
Valor Medio a f en [a,b,], para probar que

fla) < f(bn) _f/(bn)(bn —a) < f(bn).

Luego, por el Teorema del Valor Intermedio y usando la funcién inversa f~! obtenemos que b, =
Y f(bn) — f'(bn) (b, — a)) existe con a < by, 1 < b, y se completa la induccion.

La sucesién {b, } es decreciente y acotada inferiormente por a, por lo tanto el limite L = 1im,,_,.. by, existe
y pertenece al intervalo [a,b). Como f(b,) = f(by—1) — f'(bu—1)(bn—1 —a), sigue de la continuidad de
fy f' que L =a. Por lo tanto { f(b,)}, converge a f(a).

. Sea f: R — R la funcién definida por f(x) = x|x|, demuestre que es diferenciable en todo R y calcule

su derivada.

Solucion. Six > 0 entonces f(x) = x>. En este caso la derivada viene dada por f’(x) = 2x. Anslogamente,
si x < 0 entonces f’(x) = —2x. Consideramos ahora el caso x = 0. Por definicién,

tim 2 2SO e X — o,

x—0 x—0 x—0 X x—0
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13.

14.

3 La Derivada

Sean u, v : [a,b] — R dos funciones diferenciables. Determine la derivada de u” utilizando el Teorema
del Valor Medio (sin utilizar el logaritmo). Ver [25].

Solucion. En lo que sigue probaremos el limite anterior por definicién. Como
(x4 ) O ()"0 = (oA R) O — () Y () O — i (x) ),
aplicando el Teorema del Valor Medio para el primer término fijando v(x+ k) en el exponente,
u(x+h) " () O = (x4 h) —u(x)) - v(x+h) I

donde u(x+h) <r < u(x) ou(x) <r <u(x+h). Aplicando el Teorema del Valor Medio al segundo
término en la descomposicion inicial,

u()" ) — u(x)" = (v(x+h) = v(x))u(x)* log(u(x)),
donde v(x+h) < s < v(x) o v(x) < s < v(x+h). Por tanto, obtenemos que

u(x+h)v(x+h) _ u(x)v(x)
h

(-1, WA H) —ulx)
h

v(x+h)—v(x) .

- h) -
v(x+h)-r =

+u(x)’ log(u(x))

Para finalizar basta tomar el limite cuando & — 0. En el limite, notamos que r — u(x) y s — v(x). De
aqui se concluye.

El siguiente ejercicio fue propuesto por Longley [15] en 1937. Seaa >0y « € (0, 7). Definimos

asena asenq
= — C= ———.
1+senc’ cos2

La funcién f : (0,4e0) — R se define por partes,

%ﬂ:r3 si 0<r<bp,
fln= ﬁ(r(sena—1)+asena)2(r(256na+l)—asena) si b<r<c,
Z2(2r — (2 + d*tan’ a)Vr? —a* tan® @) si c<r

Demuestre que la funcién f es diferenciable en todo su dominio y que su derivada es continua, sin em-
bargo su segunda derivada posee discontinuidades.

Solucion. Denotamos las ramas de f por fi, f2, f3, respectivamente. Como las funciones en las ramas
son dos veces diferenciables, basta evaluar la diferenciabilidad de la funcién en los puntos b y c.
Por sustitucion directa tenemos que

4ma’ sen’® o ma® sen’ (2 +sena)

fi(b) = fa(b) = m’ f2(e) = f3(c) = 3(1—seno)(1 +sena)3'

Por lo tanto f es continua en r = b y en r = c. La primera derivada de f cuando 0 < r < b es % =
f(r) = 4nr*. La derivada de f cuando b < r < ces

df

E:fé(r)

T

= o a(r(senaf 1) +asena)(r(2sen’* o —sena — 1) +asena).

La derivada de f cuando r > ces,

2 2 2
Cg_fﬁ(r)—n<2r2r(2r“ma)).

r2 —a?tan? o
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Nuevamente por sustitucién directa tenemos

77.7612 sen o

(1+senax)?’

4 2 2
RO =A0) = rmay  BO=A=-

Por lo tanto d f /dr también es continua en r = b y en r = c¢. Por otra parte,

,,(b)_Snasena () = 2ma(l —sena)(1+43sencr)
P T4 sena” 2 sen (1 +sena) ’
"(0) 27ma(1l —sen) () ma(l —sena)(1+2sena —sen® a)
cC)l==m————""“ ¥#4+4+——— C)=
2 I1+sena ' 3 sen? (1 +sen@)

. P 2 . e , 2
Supongamos que & € (0, 7). En este caso se tiene que lim,_, ;- % €s un nimero positivo, y lim,_,,+ %

un ndmero negativo. Por lo tanto la segunda derivada tiene una discontinuidad finita en » = b. Ademas,
2 ¢ . . 2 . e

tenemos que lim, _, — “% es un nimero negativo, y lim,_, .+ illT{ un nimero positivo cuando r > c. Por lo

tanto, la segunda derivada tiene también una discontinuidad en » = c. El caso cuando « = F 6 v € (5, 7)

se pueden probar similarmente.

15. Sean f, g, h : R — R funciones diferenciables tales que g = f - h. Demuestre que la n-ésima derivada de
g viene dada por
o0 =y f (’11) D (’;) B2 1 )
A partir de este resultado, deducir una férmula general para la n-ésima derivada del cuociente f = g/h.
Ver el articulo de Ivanoff [13].

Solucion. Probaremos el resultado por induccién. Para n = 1 la propiedad se satisface ya que (fh) =
f'h+ fh'. Ahora, supongamos que la propiedad se cumple para n. Derivando la igualdad para n obtene-

mos:
ntl () )k () k) 1k
(fh)u):];)(k)fum( >+k§0(k)f<>h<+ )
n+1 n n
_ Z ( >f(k)h(n+1—k)Jr Z ( >f(k)h(n+1—k)
o1 \k— 1 i=o \K
A0t 1) o 1) (0) 4 n m\ | o) (nt1-8)
e () ()
0) p(n+1 n+1) (0 nH 1\ k) N (LY 0, 1k
f<>h<+>+f(+>h<)+kzl< : )f<)h<+ >:k;0 1) poprsin,
Luego, se tiene que para todo k € {1,...,n} la férmula para el producto se satisface. Evaluando la

expresion g(”) =(f h)(”) y despejando el término f ("), obtenemos una férmula recursiva para la n-ésima
derivada del cuociente f = g/h:

Alternativamente, como demuestra Ivanoff [13], este sistema triangular de n + 1 ecuaciones lineales para
las incégnitas f, f',..., f (") se puede resolver explicitamente utilizando la regla de Cramer, lo que per-
mite expresar la n-ésima derivada f (") de forma compacta como un determinante de orden n + 1.
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16. En el ejercicio anterior se pide probar la regla de Leibniz para la n-ésima derivada de un producto de
dos funciones. Determine una férmula andloga para el producto de m funciones diferenciables. Vea el
articulo de Mazkewitsch [16].

Solucion. Procederemos por induccién sobre el nimero de funciones m. Afirmamos que la n-ésima deri-
vada del producto de m funciones fi, f2,. .., fi estd dada por la férmula multinomial:

N
)l i
(H > jl+j2+;+jm=" Jud2 s m zl;l

donde, por definicidn, el coeficiente multinomial es

( n )_ n!
Jij2 - m Jitjal e jm!

Para m = 2, 1la férmula se reduce a

! . . n ) )
HR"W =Y #fl(“)fz(”) =Y (’?)fl(h)fz(nh),

175!
Jitip=n J1H2 ii=0 1

lo cual es exactamente la regla generalizada de Leibniz para dos funciones que demostramos en el ejer-
cicio anterior.

Paso inductivo: Supongamos que la férmula es cierta para el producto de m funciones. Consideremos
ahora el caso para m+ 1 funciones. Podemos agruparlas como el producto de dos funciones: F - fy,11,
donde F =[], f;- Aplicando la regla de Leibniz para dos funciones (nuestro paso base) obtenemos:

m+1 () "o/ (n—k)
(H fz) = (F fup1)"W = Y <k)F(k)fml:1 :

k=0
Por nuestra hipétesis inductiva, sabemos que la k-ésima derivada de F es:

T Y ke ﬁﬁ(ji>~

... |
J1t jm=k JUiome i

Sustituyendo esto en la ecuacidn anterior, resulta:

m+1 () n '
] = ni Ji (n—k) )
(,I—!fl> kg(’)k!(n—k)! < Z Hf ) m+1

it +Jm*k]1 Smt i
Al reagrupar y multiplicar los coeficientes, notamos que los términos k! se cancelan:

n! k! n!

Ki(n—k)! jiljm! il jm!(n—k)

Si definimos jj,,41 = n— k, observamos que la condicién de la sumatoria interna ) /" ; j; = k implica que
Z;"Jql Ji = k+ (n— k) = n. Ademds, iterar sobre todos los k posibles y luego sobre todas las particiones
de k, es exactamente equivalente a iterar sobre todas las particiones posibles de n en m + 1 enteros no
negativos. Por lo tanto, la expresion se simplifica a:

m+-1

Hf/:

i
Jittmp1=n Jrbe gt i
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17.

18.

lo que concluye el paso inductivo y demuestra la férmula general.

Determine el nimero de raices menores que uno de la ecuacién
flx) =4 —5x* +2=0.
Es decir, determine el niimero de elementos x < 1 tales que f(x) = 0.

Solucion. Notemos que la derivada f’(x) = 20x*(x — 1) se anula solamente cuando x = 0 o x = 1. Por
lo tanto la ecuacién f(x) = 0 puede tener a lo mds una raiz real en los intervalos (—e0,0) y (0,1). En
efecto si cualesquiera de esos intervalos tuviese dos raices, por ejemplo y;,y2 € (0,1) (o en (—o0,0)) con
f1) = f(y2) =0, por el Teorema de Rolle la derivada debiese anularse en algin punto de (0,1) (o de
(—oo,()))'

Notemos que f(0) =2 >0y que f(1) =1 > 0. Tenemos ademds que para n € N suficientemente grande
f(—n) < 0. Luego, por el Teorema del Valor Intermedio existe x; € (—oo,0) tal que f(x;) = 0.
Observemos finalmente que no hay raices en [0,1]. Como f(0) =2y f(1) =1, siexiste y € (0, 1) tal que
f(y) =0 entonces necesariamente f(y) debe ser el minimo de f: [0,1] — Ry por lo tanto f’(y) = 0. Pero
ya vimos que la derivada de f no se anula en (0, 1). Por lo tanto existe una tnica raiz de f en (—eo, 1).

Construya una funcién diferenciable f : R — R tal que para todo niimero racional r € Q se tiene que
f(r) € Qesracional y f'(r) ¢ Q es irracional (ver [20] y las referencias que ahi aparecen).

Solucién. Sea g : [~1/2,1/2] — R definida por g(x) = x(1 — 4x?). Definimos g como la extensién 1-
peri6dica de g a todo R. Notamos que g(+1/2) =0y &' (£1/2) = —2, por lo que la extensi6n g resulta
ser diferenciable en todo R con derivada continua (g € C'(R)). Ademds, g se anula en los nimeros
enteros y en esos puntos su derivada es g'(0) = 1.

Consideremos la funcién = o(nlx)
_ g(nlx

Como g’ es continua y periddica, estd acotada por alguna constante M > 0. La serie de las derivadas

o M
n=0 n!>

w g .
Yook (:, %) estd mayorada por ¥
y su derivada es continua.

Seax = 5 € Q (con p € Z,q € N). Para todo n > g, se tiene que n!x € Z, lo que implica que g(n!x) = 0.

la cual converge. Por el Test M de Weierstrass, f es diferenciable

Por lo tanto, la serie para f(x) se reduce a una suma finita:

Como g evalda racionales en racionales, concluimos que f(x) € Q, por lo que f(Q) C Q.
Por otro lado, evaluemos la derivada en x = s € Q. Sabemos que para n > ¢, al ser nlx un nimero entero,

oo 1.

g'(n!x) = 1. Consideremos la diferencia entre f’(x) y el nimero de Euler e = Y>_ -

, Sgnly) &1 & 4ghnx)-1
foy-em £ L0 _F 1§ gt

n!

Como g’ (n!x) — 1 =0 para todo n > g, la serie se trunca, obteniendo una suma finita:

g—1

Fx)—e=y 8L ¢
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19.

20.

21.

22.
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Dado que la diferencia f/(x) — e es un niimero racional, y e es irracional, se sigue necesariamente que

fx) ¢Q.

Sea f : R — R definida por f(x) = x*. Dados x,y € R calcule explicitamente el punto que satisface el
Teorema del Valor Medio, es decir, determine ¢ € (x,y) tal que

f(x)_f()’)_ (¢
=IO _ e,

Solucién. Sean x,y € R y notemos que f’(x) = 2x. Basta resolver

) —f) _ -y iy
x—y x—y

2c=f'(c)= A

Por lo tanto, el punto ¢ € (x,y) que buscamos es ¢ = %

Calcule la derivada Schwarziana de f(x) = Ax(1 —x).

Solucion. Como f'(x) = A —2Ax, f"(x) = =24 y f(x) =0, por definicién de la derivada Schwarziana,

6
Sf(x) = ———.
Sean f : [a,b] — Ry sea Sf su derivada Schwarziana. Demuestre que si Sf(x) < 0 para todo x € [a,b]
entonces | f’(x)| no alcanza su minimo en (a,b).

Solucion. Dado que Sf estd bien definida, podemos asumir que f’(x) nunca es cero. Por contradic-
cién, suponemos que |f’| alcanza su minimo en xy € (a,b). Sin pérdida de generalidad, suponemos que
f"(x0) > 0. Por tanto en una vecindad de xo tenemos que f(xg) < f'(x) y por ende

f'(x) = f'(x0)

0<——= si x> xg.
X —X0

De la misma forma se puede ver que

/ /
X0) — X .
0ox ) —F& o
X0 —X
Luego como f es tres veces diferenciable, en particular es dos veces diferenciable y necesariamente
f"(x0) = 0. Por lo tanto, usando la definicion de la derivada Schwarziana,

2 111

f"(xo) 3 (f"(xo S (xo

sy~ £700) 3 (100)\_ £ (0)
f'xo) 2\ f"(x0) f'(xo)

Ademds por hipétesis Sf(xg) < 0 y como estamos considerando el caso que f'(xg) > 0, entonces

F"(x0) < 0. Esto nos da una contradiccién, pues si f”(xp) =0y /" (xo) < 0 entonces xp es un maximo

local de f’. Luego f’ serfa constante en una vecindad de xo y asi f(xo) = 0. Esto contradice la hipétesis.

Sea f : [a,b] — |a,b] una funcidn tres veces diferenciable. Demuestre que la derivada Schwarziana de f

tiene signo opuesto de (1/+/]f'])".

Solucién. Suponemos que f”(x) # 0 para que la derivada Schwarziana tenga sentido. Ademds, sin pérdida
de generalidad asumimos que f’ > 0. Calculando la derivada en el enunciado,
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2
L 1 B 1 E f"(x) B 1 f/ll(x) B 71S(f) 1
i V4 f(x) 2 f(x) 27T
En particular, la derivada Schwarziana tiene €l signo opuesto a (1/+/f7)". El caso cuando f” es negativa
se puede probar similarmente.

Sea f: [a,b] — [a,b] una funcidn tres veces diferenciable tal que Sf(x) < 0 para todo x € [a,b]. Demues-
tre que si f posee un nimero finito de puntos criticos (es decir, de puntos donde se anula la derivada)
entonces f posee un nimero finito de puntos periddicos atractores (o estables). El resultado anterior es
conocido como Teorema de Singer (1978). Una demostracién puede encontrarse en [22, p.69].

Solucion. En lo que sigue denotaremos por f™ a la composicién fo fo---o f de la funcién f consigo
misma m veces. Sea p un punto periédico atractor para f de periodo m, es decir, tal que |(f™)'(p)| < 1.
Sea W (p) la componente conexa de {x € [a,b] : lim_,. f™/ (x) = p} que contiene a p. Claramente W (p)
es un intervalo tal que /(W (p)) C W(p).

Para p fijo, como f™(W(p)) C W(p) y W(p) es maximal, o bien f™ preserva los extremos / y r de
W (p) = (I,r), o al menos uno de los extremos choca con la frontera del dominio (@ o b). Para el caso en
que los extremos estédn al interior del dominio, tenemos tres posibilidades limites:

ff=ty f"r)=r o f"O)=r y )= o fM()=rf"0)

Si f™(I) =1y f™(r) =r, el grifico de f™ (y el Teorema del Valor Medio) muestra que existen puntos
X1y xp tales que [ < x; < p < xp < rdonde (f™)'(x;) = (f™)(x2) = 1. Pero como (f™)'(p) < 1, esto
implicarfa que la derivada (™)’ tiene un minimo local positivo en el intervalo (x,x;). Por un ejercicio
anterior sabemos que si Sf < 0, entonces f (y sus iteradas, ya que la composicion preserva la negati-
vidad de la Schwarziana) no puede tener un minimo local positivo ni un maximo local negativo para
su derivada. Por lo tanto, para evitar esta contradiccion, debe existir un punto critico en el intervalo
(x1,x2) CW(p).

El segundo caso (f™(1) = ry f™(r) =) se resuelve de la misma forma al considerar 2. Para el tercer
caso (f™(I) = f™(r)), por el Teorema de Rolle, f debe tener obligatoriamente un minimo o méaximo
local estrictamente entre /'y r. Por tanto, también habrd un punto critico en W (p).

Para los casos en que [ o r coinciden con a o b, el argumento anterior se adapta considerando que estas
cuencas son atraidas hacia p desde los bordes del dominio. En resumen: cada 6rbita periddica atractora
atrae al menos a un punto critico de f o a uno de los extremos del dominio a o . Como hay finitos
puntos criticos y solo dos extremos en [a, b], existe un niimero finito de puntos periédicos atractores.

Ahora consideremos el caso en que |(f)'(q)| = 1 (puntos neutros). Si f tiene un punto fijo g tal que
f'(q) = 1 (se puede considerar f? para el caso —1), demostraremos que ¢ debe atraer puntos desde al
menos un lado. Si g repeliera por ambos lados, tendriamos que f(x) < x parax < gy f(x) > x parax > g.
Esto implicaria que la funcién g(x) = f(x) — x pasa de ser negativa a positiva, teniendo un minimo en g,
lo que fuerza a que f’(g) = 1 sea un minimo local para f’. Esto nuevamente contradice que Sf < 0.

Por lo tanto, alrededor de ¢ se satisface | f(x)| < 1 por al menos uno de los lados, creando una cuenca de
atraccion lateral W (q) que, por el mismo argumento anterior, debe tragar un punto critico o un extremo
del dominio. Concluimos asi que el niimero total de drbitas periddicas estables o neutras estd acotado
por el nimero de puntos criticos mas dos.

Sea p(x) = ax® + bx® + cx + d. Estudie la convergencia del método de Newton—Raphson Np. Notamos
que p'(x) = 3ax? +2bx + ¢, por lo tanto basta estudiar

p(x)  2ax*+bx*—d
p(x)  3ax2+2bx+c’

Np(x) =x—
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Solucion. El método de Newton-Raphson define un sistema dindmico discreto dado por la iteracién de
la funcién N, (x). Para estudiar su convergencia, analizamos sus puntos fijos y su comportamiento local
y global.

1. Puntos fijos y convergencia local: Los puntos fijos de N, corresponden exactamente a las raices de
p(x), ya que N,(x) =x <= p(x) = 0. Para estudiar la estabilidad local, calculamos la derivada del
operador de Newton:

N () d(x_p@))zl_(ﬂﬁﬂz—p?MWﬂ p()p"(x)

P A U )

Sea «a una raiz de p(x).

» Si o es una raiz simple (es decir, p(a) =0y p’(a) # 0), entonces evaluando la derivada obtenemos
Nl’,(a) = 0. Por lo tanto, & es un punto fijo superatractor. El método converge localmente hacia ¢ con
orden cuadrético.

= Si o es una rafz multiple de multiplicidad m > 1, mediante el uso de la regla de L"Hopital se puede

1

verificar que lim,_, N,’, (x) =1— .- # 0. El punto « sigue siendo un atractor, pero la convergencia

pierde su rapidez y se vuelve puramente lineal.

2. Puntos criticos y dindmica global: Para determinar el comportamiento global del algoritmo, es fun-
damental estudiar la 6rbita de los puntos criticos de N,. De la férmula de la derivada, notamos que
N,,(x) = 0 implica que p(x) = 0 o bien p”(x) = 0. Como p(x) es un polinomio cibico, su segunda deri-
vada es la funcién afin p”(x) = 6ax + 2b. Esto indica que, ademds de las propias raices del polinomio, la
funcién iterada N, posee un tnico punto critico /ibre (que coincide con el punto de inflexién de p) dado
por:

b

3a’
3. Cuencas de atraccion y Teorema de Barna: La dindmica global de N, estd controlada por la 6rbita de
este punto critico libre x,.

Xe =

= Si p(x) tiene tres raices reales distintas, el Teorema de Barna asegura que el método converge a una
de las raices para casi toda condicién inicial en R. El conjunto de puntos que no convergen a ninguna
raiz (donde la dindmica es cadtica) forma un conjunto de Cantor invariante de medida de Lebesgue
nula.

= Si existiera un ciclo periddico atractor distinto de las raices de p, la teoria clasica de Fatou asegura
que la 6rbita del punto critico libre x. debe ser atraida por dicho ciclo.

En conclusion, la convergencia esta estrictamente garantizada sélo si la semilla inicial se toma en una
vecindad suficientemente pequefia de las raices. Fuera de estas zonas locales, la iteracién puede ser cap-
turada por raices lejanas, divergir si la 6rbita aterriza en las preimdgenes de las raices de p’(x) (donde se
anula el denominador), o exhibir dindmica cadtica en un conjunto fractal de medida nula.

Sea

e 1P gix #£0;
ﬂm_{o six=0.

Demuestre que la n-ésima derivada de f en x = 0 es nula.

Solucién. Primero, como lim,_,o f(x) = 0, la funcién f es continua en x = 0. Luego, como f(x) = e41/%)
donde g(x) = —x? es un polinomio, se puede verificar por induccién que

£ () = Pu(1/x)e ™17,
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, . . . . _ _ 2
para algin polinomio B,. Ademas se tiene que x e /X" 0 cuando x — 0 para todo m € N. En
particular ") (x) es continua en cero. Ahora, por definicién,

fn+](0> — lim fn(x) _fn(o) — lim Pn(l/x)efl/x2 -0

x—0 x—0 x—0 X

Por lo tanto ) (0) = 0 para todo n € N.

26. Seana € (c,d)y f,g: (c,d) — R funciones dos veces diferenciables tales que f(a) = g(a), f'(a) =g (a).
Demuestre que si para todo x € (c¢,d) se tiene f(x) > g(x) entonces f”(a) > g"(a).

Solucion. Consideremos la funcién 4 : (¢,d) — R definida por i(x) = f(x) — g(x). De las hipétesis tene-
mos que & es dos veces diferenciable. Ademds, h(a) =0, h'(a) =0y h(x) > 0 para todo x € (c,d). Por
>g'(a

lo tanto /2 posee un minimo en x = a. Luego, h”(a) > 0, por lo tanto f”(a) ).

27. Construya, si existe, una funcién f(x) infinitamente diferenciable, distinta a la exponencial, ¢*, tal que
£(0) =1y para todo n > 1 se tiene que £ (0) = 1.

Solucion. Sea ¢ € R, y definamos f(x) = ¢* + cg(x), donde g es la funcién definida por

eI i x#0;
g =1, :

si x=0.

Por el Ejercicio 25 la funcién g es infinitamente diferenciable. Ademds g (0) = 0 para todo n € N. Por
lo tanto, se tiene lo pedido.

28. Sea f: R — R una funcién tal que para todo x,y € R se tiene que
() = £O)] < (=)
Pruebe que f es constante.
Solucion. Sea xo € R. Para todo x # xg, tenemos que | f(x) — f(x0)| < |x — xo/|>. Por lo tanto
’ J(x) = f(x0)
X —Xp

Vx R, < |x —xo].

Tomando el limite cuando x — x(, tenemos que f(xq) existe para todo xo € R. Asi, hemos probado que
f es diferenciable, y ademds f’(x) = 0 para todo x € IR, por lo tanto f es constante. Se puede verificar
directamente que toda funcidn constante satisface la hipdtesis del enunciado.

29. Sea f: (0,+o0) — R una funcién dos veces diferenciable. Suponga que la segunda derivada es acotada
y que limy 1 f(x) = 0. Demuestre que lim,_ 1. f'(x) = 0.

Solucion. Como la segunda derivada es acotada, existe M > 0 tal que para todo x € (0, +o0) tenemos que
|f”(x)] < M.Seax>0andh > 0. Por el Teorema de Taylor, existe 6 € (0, 1) tal que

2

Fleth) = £ + F h+ £ (e + Gh)%

De aqui se tiene que

| < GBS0 M
1)) < LEED 2T, B
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Sea  suficientemente pequefio tal que 2% < £. Ademds |f(x)| < &'y |f(x+h)| < & para x suficiente-
mente grande. Por lo tanto, concluimos que | f(x)| < € para x suficientemente grande.

Calcule el siguiente limite
eSeny _ X
m-—-—-.
x=0 (senx) —x

Solucion. Aplicando la regla de L'Hopital tres veces obtenemos

SN gt (cosx)eS™ —e¥  (cos?x —senx)e’mt — ef
im——— =lim = lim
x>0 (senx) —x x=0  cosx—1 x—0 —senx
i (2cosxsenx — cosx)e’™ + (cosx)(cos? x — senx)esn¥ — ¢* {
= lim =1.
=0 —cosx

Demuestre que la siguiente funcidn, que es positiva en el intervalo unitario y nula fuera de el, es infini-
tamente diferenciable , ,
£00) e FI=97 i xe(0,1),
X) =
0 si xeR\(0,1).

Solucion. Primero notamos que la funcién f es infinitamente diferenciable para todo x € R\ {0, 1}. Falta
probar que la funcién es infinitamente diferenciable en {0,1}. Dado que fuera del intervalo (0,1) la
funcién f es idénticamente cero, basta verificar que todas las derivadas de f son cero en {0,1}.
Utilizado descomposicién en fracciones parciales tenemos que,

o) o 5)on (oo Jen(i2)

Por el Ejercicio 25, y extendiendo este a la funcién

—1/x :
h(x){e si x>0,

0 si x<0,
es fdcil probar que todas las derivadas de f se anulan en {0, 1}. De aqui se concluye.

Sea f : R — R una funcién diferenciable tal que existe M > 0 de modo que si x € R entonces | f/(x)| <M.
Demuestre que existe € > 0 tal que la funcion g : R — R definida por g(x) = x+ £f(x) es inyectiva.

Solucion. Sea € > 0 tal que 1/€ > M. Notemos que, como f/(x) > —M para todo x € R, se tiene que
g (x)=1+¢€f'(x) >1—eM > 0. Ahora, como la derivada de g es positiva, la funcién es estrictamente
creciente y por lo tanto inyectiva.

Supongamos que f es una funcién diferenciable para todo x > 0 tal que

lim f(x) = 0.

X—>o0

Sea g(x) = f(x+ 1) — f(x). Demuestre que

lim g(x) = 0.

X—ro0

Solucién. Notemos que para cada x > 0, por el Teorema del Valor Medio, existe & (x) € (x,x+ 1) tal que

f+1)—fx)
x+1—x

f1E) = =flx+1) = f(x) = g(x).
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Y como & (x) > x tenemos que & (x) — oo cuando x — 0. Por tanto 1im, e g(x) = lim, . f/(£(x)) = 0.

34. Sea f : (a,+o0) — R una funcién dos veces diferenciable, tal que

sup|f(x)| =M,  sup|f'(x)]=M>,  sup|f’(x)| =Ms.
xeR xeR xeR

Demuestre que
M3 < 2M\Ms.

Solucion. Seax > a'y h > 0 tal que x > h+ a. Por el Teorema de Taylor, existen 0y, 6, € (0, 1) tales que

h2
Fleth) = f(0)+ 1 )h+ [ (x+61h) =,

h2
Fle=h) = f(x) = ' ()h+ f" (x = 62) =
Restando ambas igualdades y dividiendo por 2/ obtenemos,

1

flx)= 2, fth) = flox—h)) + %(f”(x— 62h) — " (x+ 61h))
Ahora, usando desigualdad triangular y tomando el supremo en el lado izquierdo de la igualdad, tenemos
que
TUCIES- RO
Por 1ltimo escogemos h = 2%—; de donde se obtiene la desigualdad deseada.

35. Derivando, verifique que si x € (—1, 1), entonces
f(x) = arcsenx + arccos x

€s constante.

Solucién. Notemos que arcsen’(x) = —~— y arccos’(x) = ——~—. Por lo tanto, se tiene f'(x) = 0.
V1-x2 V1-x2
Luego, f es una funcién constante.

36. Determine maximos y minimos de la funcién

px)  (x—1)*(3x* —2x—37)
q(x)  (x+5)2(3x2 —14x—1)"

Solucion. Notemos que

P'(x)q(x) = p(x)q' (x) = 72(x = 3) (x + 2) (x + 5) (x = ) (x = T)(x + 1).

Por lo tanto, los puntos criticos de la funcién f son {—2,—1,1,3,7}. Para determinar si son maximos o
minimos locales los evaluamos en la segunda derivada

72(6x7 — 87x5 4 324x° —353x* — 778x% — 921x> 4 992x + 6001)

ffw) == (x+5)4 (32 — 14x—1)?
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De donde f”(—2) =40/169 >0, f"(—1) =—-9/32 <0, f'(1) =1/6 >0, f"(3) = —45/512 <0y
f"(7) =1/32 > 0. Por lo tanto los méximos se alcanzan en x € {—1,3} y los minimos se alcanzan en
xe{-2,1,7}.

37. Sea
1 seca

fx) =

- senx—sena x—a’
demuestre que

d 1 5
— (h’mf(x)) —1lim f'(x) = = sec®a — — tan®aseca.

da \x—a x—a 3 12
Solucion. Notamos que lim,_,, f(x) = %tanaseca yf(x)= (;50;52 - (sen;izna)Z . Por lo tanto, podemos
calcular
o (tm () = Jsectar secatunta, i (3) = g sec’a 5t
T xlgclzfx —zseca 2secaan a, xlgzllfx—6seca B an“aseca.

Ahora, restando ambas identidades se obtiene el resultado.

38. Graficando las siguientes funciones, determine el niimero de raices reales de los polinomios

a) p(x) =3x* —8x3 +6x% -5,
b) q(x) =x>+2x>+1.

Solucion. En los siguientes graficos, se puede ver que p (color rojo) tiene dos raices reales, mientras que
q (color azul) tiene solo una.

2
0

5 -4 -2 0 2 4 6
2

-6

39. Sean a,b € R con a # b. Definimos f(x) = (x —a)™(x— b)". Demuestre que existe ¢ € R tal que

Solucion. Notemos que

f100) = (x—a)" " (x=b)""" (m(x—b) +n(x—a)).
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Ademds, f(a) =0 = f(b). Por el Teorema de Rolle, existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) =0. Comoc—a'y
¢ — b son distintos de cero, se tiene m(c —b) +n(c —a) = 0. Esto es

m c—a

n b—c
40. Sea f: R — R una funcién diferenciable tal que su grafico intersecta cualquiera de sus rectas tangentes
en un dnico punto. Demuestre que ninguna recta intersecta el grafico de f en tres puntos distintos.

Solucion. Supongamos, por el contrario, que existe una recta que intersecta el gréfico de f en los puntos
(a,f(a)), (b, f(b))y (c,f(c)), cona < b < c. Como estos tres puntos pertenecen a una misma recta las
siguientes pendientes coinciden:

f(b)—fla) _ flc)=f(a)
b—a —  c—a
Sea g : [b,c] — R la funcién definida por
x—a

Como g es diferenciable y g(b) = g(c), tenemos por el Teorema de Rolle que existe x; € (b,c) tal que
g (x1) =0. Asi
0= (x1—a)f'(x1) = (f(x1) — f(a)).

Luego, la recta tangente a f en x; viene dada por

L(x) = f'(x1) (x = x1) + £ (x1).

1oy (H)=s

X1 —a

)t -)+16) = @)
Por lo tanto la recta tangente a f en x; pasa por el punto (a, f(a)). Esta contradiccién prueba el resultado.

41. Determine las asintotas de

x> —4
="
Solucion. Como £ 2 4
xgri]oo ? - xgr:lrcloo x2 +x ’
Y x—4
R

la funcién f posee la misma asintota oblicua hacia -+ y —co dada por y = x — 1. Por dltimo observamos
que x = —1 es asintota vertical.

42. Grafique la funcién f(x) =2 —/|x—3|.
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Demuestre que si x > 3 entonces
3 X 3 X
ex—3)<e —e’ <e(x—3).

Solucion. Notemos que si x > 3, por Teorema del Valor Medio, existe ¢ € (3,x) tal que

Como la funcién exponencial es creciente, tenemos que ¢ < ¢ < ¢*. Por lo tanto
3 X 3 X
ex—3)<e —e <e(x—3).

Demuestre que si x > 0 entonces

X
T3 < arctanx < x.
1+x

. - 2 .
Solucidn. Consideremos la funcién g(x) = arctanx — 5. Como gx) = (xzzﬁ tenemos que si x > 0
entonces g’'(x) > 0. Es decir, la funcién g es creciente. Como g(0) = 0 tenemos que si x > 0 entonces
g(x) > 0, de donde se tiene la primera desigualdad. Andlogamente, definimos A(x) = x — arctanx y note-
mos que h'(x) =1— ﬁ > 0. Por lo tanto / también es creciente y #(0) = 0. Entonces si x > 0, se tiene

h(x) > 0, de donde se obtiene la segunda desigualdad.

Determine los méximos y minimos (si existen) de las siguientes funciones

10

- v —|x—1]
1+senZx’ ’

f(x) 8(x) = [xle
Solucion. Primero estudiamos la funcién f. Esta funcién esta definida en R y se puede derivar tantas
veces como uno quiera. Procedemos calculando los puntos criticos de la funcion. Observamos que la

derivada
~ 20sen(x) cos(x)

(1+sen?(x))?2

se anula cuando x = k7 /2 para k € Z. Ademds tenemos que

flx) =

v 20(2cos*(x) +cos?(x) —2)
Fio = cos0(x) — 6.cos*(x) + 12cos?(x) — 8"

En los puntos de la forma x = k7 tenemos que f”(x) = —20 < 0, por lo tanto en estos puntos la funcién
alcanza un maximo local. Por otra parte, en los puntos de la forma x = /2 + k7 se tiene f”(x) =5 >0,
luego en esos puntos la funcién alcanza un minimo local. Por dltimo observamos que los minimos lo-
cales son minimos globales con minimo f(%) =5, y por otra parte los maximos locales son méximos
globales con médximo f(0) = 10.
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Ahora estudiamos la funcién g. Primero notamos que la funcién g esta definida por tramos,

—xe* ! x € (—o,0)
glx)=qxe! xel0,1)
xel™  x€[l,+).

Esta funcién esta definida en R y se puede derivar tantas veces como uno quiera en R\ {0,1}. Si

x € (—o0,0) entonces g'(x) = —xe*! —¢*~! se anula solamente en x = —1. En el intervalo [0,1) la
derivada no se anula. En x € [1,+) se tiene g’ (x) = e! *(1 — x) que se anula solamente en x = 1. Luego
los candidatos para médximos o minimos locales son x = —1,0, 1.

Analizando g/, tenemos que g es creciente en [0, 1) y decreciente en [1,+4), luego x = 1 es un mdximo
local con méximo g(1) = 1. De la misma forma se puede verificar que en x = —1 se alcanza un maximo
local cuyo méximo es f(—1) = e2. Por dltimo se puede verificar de la misma forma que f tiene un
minimo local en x = 0 con minimo g(0) = 0. Para finalizar observamos que g es no negativa. Luego

el minimo global de g se alcanza en x = 0. Por otra parte, g(—1) = e~2 < 1 = g(1). Luego el mdximo

global de g se alcanza en g(1) = 1.

46. Determine el minimo de la funcién f : (—1,00) — R definida por

flx) = e +1n(x* +1).

. 5 . P
Solucién. Notemos que f(x) = ()(5’%)2 Por lo tanto, si x > 0 entonces f(x) > 0. Ademas, six € (—1,0)
entonces f’(x) < 0. Es decir, la funcién f es estrictamente decreciente en el intervalo (—1,0) y estricta-

mente creciente en el intervalo (0, 4c0). Luego, el minimo de f se alcanzaenx =0y f(0) = 1.

47. Grafique las siguientes funciones

@) flx) =50 422 ~Su 47, glx) = 2H6

b) fx) =33, g(x)=4—/|2x—1].

a) Los graficos van en orden: [y g.
\

!
121 |
; 15

[ 2
’ -5

1
5 -4 2 0 2 4 6

b) Los gréficos van en orden: fy g.
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48.

49.

50.

51.
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Calcule los siguientes limites

a) lim,_o+ (cotgx)™™ | 1im,_,o+ (1 /x)+1),
b) lim, g+ vxIn(In(1/x))  limy e |Inx/m0=1/%),

Solucion.
¥ ) (x+1)
I ()% — 1 1 1 In(x+1) _ 1
Jim cot(x) o Jim (/%)
b)
lim /xIn(In(1/x)) =0, lim |In(x)"(=1 =1.
x—0 x—>—+o0

Utilizando la expansién en serie de Taylor del nimero e, pruebe que es irracional.

Solucion. Recordemos que e =Y~ % Por contradiccién suponemos que e = a/b es racional cona 'y b

nimeros naturales coprimos. Definimos el nimero
b b b
1 a 1 b!
x:=blle—) —|=bl|-=) —|=alb-1)!—) —.
(2] (R e B
Ademds notamos que x € Z. Para concluir probaremos que necesariamente x € (0, 1). Como
S A = bl
x:b!< —Z): Y =>o,
n On! nzOn! n=b+1 n!

por lo que x > 0. Ademds como

b! 1 1
—= <
W bt D) (bt (i=b) ~ (b 1P
entonces - _ | |
x= — < =-<1
b1 n—§§—1 +1)t b

Con esto se obtiene la contradiccion.

Sean a < b tales que cosa # cosb. Demuestre que existe ¢ € (a,b) tal que

Solucion. Sean f(x) = sen(x) y g(x) = cos(x). Por el Teorema del Valor Medio Generalizado, existe
¢ € (a,b) tal que

senb—sena _ f(b)—f(a) f'(c)  cosc

cosb—cosa g(b)—g(a) g'(c)  senc

Determine médximos y minimos de f : (1,00) — R definida por f(x) = x*.
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52.

53.

Solucién. Notemos que f'(x) = x*(logx + 1) # 0 para todo x € (1,), por lo tanto la funcién no tiene
puntos criticos. Ademds, como la derivada siempre es estrictamente positiva, el dominio no considera el
1 y limy . f(x) = oo, se concluye que la funcién no alcanza maximo ni minimo en (1,0).

Sea f: (a,b) — R una funcién dos veces diferenciable tal que f'(a) = f’(b) = 0. Demuestre que existe
¢ € (a,b) tal que

710> Gz (B)=1a).

Solucion. Sea h = (b— a)/2. Por el Teorema de Taylor existe x; € (a, “32) tal que

£(552) = sam = @+ @n+ EE2 — o+ L0 (b‘“)z,

? 2 2! 2

dado que f'(a) = 0. Del mismo modo, existe x, € (“42,) tal que
b " Z b— 2
1(37) =10=m= oy rom+ e = s+ LR (22

dado que f'(b) = 0. Por lo tanto,

2 2
1) =st@] = (5°) 37l < (757 maxr el )l

Luego, o bien ¢ = x| 0 ¢ = x; satisface la propiedad pedida, es decir,

y para cadac >0
lim (f(x+c)—f(x))=cL.

X—>+-o00

Solucion. Sin pérdida de generalidad suponemos que L > 0. Por definicién del limite 1im, e f7(x) = L,
para todo & > 0 existe xo € R tal que para todo x > x( tenemos que

L—g < f'(x) <L+é&.

En lo que sigue consideraremos € > 0 suficientemente pequefio de modo que L — & > 0. Ademas, por el
Teorema del Valor Medio, existe & € (xg,x) tal que

fx) = f(x0) + f' (&) (x —xo).

Entonces, podemos escribir, para x > xo,

A (1 —);—0) (L—g) < @ PRI (1 —);—O) (L+&).

X X

Haciendo x — oo se tiene que para todo € > 0,

f()

L—e<—=<L+¢
X
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y por lo tanto el limite existe y 1imy_c @ =L

Ademés dado ¢ > 0, para cada x € R, por el Teorema del Valor Medio, existe &, € (x,x+c) tal que
fxte)—flx)=c f(&)

Como &, > x, cuando x tiende a infinito, &, también, por lo tanto

lim (f(x+c)—f(x))= lim c-f'(&) =cL.

X—>+foo X—>-o0

54. Sea {ay,a,...,a,} C R. Determine el minimo de la funcién f : R — R definida por
- 2
fl) =Y (ai—x)*.
i=1

Solucion. Por definicién f es un polinomio cuadrético no negativo. Por ende f tiene un tinico minimo en
un nimero xo donde f’(xo) = 0. Ademds, se tiene que

>

f(xo)=-2Y (ai—x) =0

i=1

siy solosixg=1Y"  a;. Porlo tanto el minimo de f es f(1 Y7, a;).

55. Sea f(x) = lf calcule la derivada de orden 2001 en el punto x = 0.

X0

Solucion. Para |x| < 1, por la serie geométrica

5 oo (]
X 5 1 5 k. 6k k_6k+5

=X - =X —1 X == —1 X .
1+x6 1—(—x9) k;)( ) k;)( )

Notemos que 2001 = 6-333 +3 £ 6k + 5 para todo k > 0, por lo tanto el coeficiente que acompaiia a x>%0!
es 0. Ahora bien, por el Teorema de Taylor, el coeficiente que acompaiia a 2001 es £(2%1)(0)/(20011!).
Asi, concluimos que 2%V (0) = 0.

56. Demuestre que si f : [a,b] — R es una funcién continua, diferenciable en (a,b) y tal que f(a) = f(b) =0.
Entonces, para todo o € R existe x € (a,b) tal que

af(x)+f'(x)=0.

Solucion. Consideremos la funcién definida por i(x) = e® f(x), x € [a,b]. Notemos que h(a) = 0 = h(b)
y i (x) = e*™(af(x)+ f'(x)). Por Teorema de Rolle, se tiene que existe ¢ € (a,b) tal que #'(c) = 0. Esto
es o.f (c)+ f'(c) = 0, con lo que concluye la demostracidn.

57. Sea P(x) un polinomio de grado al menos dos cuyas raices son reales y distintas. Pruebe que todas las
raices de P'(x) son reales.

Solucién. Por el Teorema de Rolle entre dos ceros de un polinomio hay al menos un cero de P’. Sea
n := grado(P). Luego como P tiene todas sus raices distintas, P’ tiene al menos n — 1 raices reales. Pero
como grado(P’ ) = n— 1, necesariamente, estas son todas sus raices.

58. El siguiente ejemplo fue considerado por Cohen en [6]. Sea f : R — R una funciénreal y g : R — R una
funcioén creciente. Definamos
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af SR~ f()
— = lim—F—+%———=.
dg ~ h-0g(x+h)—g(x)

Si g(x) = x recuperamos la defincién cldsica de derivada. Determine funciones crecientes f y g de modo
que para x = 0 se tiene que

N f0) Sk =S 1
A —g) Y T —e) 2

Solucion. El siguiente par de funciones satisface lo pedido.

-1 six<O0;
fx)=<0 six=0;
1 six>0,

) —1+x six<O0;
X)) =
& l+x  six>0.

59. Sea f: R — R una funcién diferenciable. Diremos que el punto xy € R es un cero denso de f, si para
todo € > 0 el conjunto (xo — €,x0+€) \ {xo} contiene un cero de la funcién f.

a) Construya una funcién f que posea un cero denso.
b) Suponga que la segunda derivada de f es continua. Demuestre que en tal caso si xgp € R es un cero
denso de f entonces xg € R es un cero denso de f”.

El resultado anterior fue probado por Creighton en [8].

Solucion. Para la parte a) consideramos la funcion

B xzsen(}c) six#0,
Je) = {0 six=0.

La funcién f es diferenciable en R\ {0} pues es una composicién de funciones diferenciables. Ademads
f es diferenciable en 0 pues

f(x) = f(0)

1
lim ——————= = limxsen () =0.
x—0 x—0 x—0 X

Por otra parte x = 0 es un cero denso de f. En efecto, para todo k € N, se tiene que x; = (krr)~! satisface
f(xx) =0, y la sucesioén {x; }, converge a cero.

Ahora probamos b). Entre cada par de ceros de f hay un cero de f’ por el Teorema de Rolle. Sabemos
que existe una sucesion de ceros (¢ ), para f tal que ¢, — xo. Por lo tanto podemos construir una suce-
sién de ceros (d,), de f’ que converge a xo. Es decir, xo es un cero denso de f'.

60. Determine mdximos y minimos de la funcién definida por f(x) = e~/ g x #0y f(0)=0.
Solucién. Notemos que lim, o f(x) =0y que f es diferenciable en R. Como f(x) =2~/ 2 /x> # 0 para
todo x £ 0, el tinico candidato a médximo o minimo es x = 0. Por dltimo notamos que 1 > f(x) > 0= f(0).

Por lo tanto el tinico minimo es f(0) =0y como limy_, 1. f(x) = 1, la funcién no tiene ningiin maximo.

61. Grafique la funcién

e Psen(1/x) six#0,
ﬂ”_{o Six=0.
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62.

63.

64.
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Solucion.

Sea f : R — R una funcién diferenciable tal que para todo x € R se tiene

f'(x) = —2xf(x).

. 2
Demuestre que existe una constante C € R tal que f(x) = Ce™™ .

Solucion. Notemos que

i(ﬂ”)sz613$Wkﬁ:0

e

Por lo tanto, existe C € R tal que para todo x € R se tiene que f(x)/ e =C.

Sean e Ny fo,..., fn polinomios tales que para x € R suficientemente grande se tiene que

Fal)e™ + fu ()" fo(x) =

Demuestre que los polinomios fy, ..., f, son identicamente nulos.

Solucion. Dividiendo la relacién por ¢™ obtenemos

o)+ fuo1(X)e ™+ + folx)e ™ =0.

Ahora, como todo f; es un polinomio, tenemos que para todo 1 <k <n,

lim f,,_¢(x)e ™ =0.

X—3o0

Entonces lim,_,« f,,(x) = 0, de donde se concluye que f;, es identicamente 0. Ahora por induccién vemos
que f; es identicamente 0 para todo 0 < j < n.

Sean f,g,h: (0,1) — R funciones tales que para todo x € (0,1) se tiene que f(x) < h(x) < g(x).Si fy
g son diferenciables en el punto a € (0,1) con f(a) = g(a) y f'(a) = g'(a), demuestre que h es diferen-
ciable en x = a con /' (a) = f'(a).

Solucion. Supongamos, en primer lugar, que x € (0,a). Tenemos f(a) = g(a) > h(a) > f(a), por lo tanto
f(a) = g(a) = h(a). Entonces f(x) — f(a) < h(x) —h(a) < g(x) —g(a). Ahora, dividimos por x —a < 0,
lo que nos invierte la desigualdad

1)~ fa) | ) =hla) 50 sla)

X—a X—da X—a

Haciendo x — a~, se tiene f(a) > h'_(a) > g'(a). Analogamente six € (a,1) entonces f'(a) < h' (a) <
g'(a). Como f'(a) = g'(a), se concluye que h’ (a)=H (a)=H(a) = f'(a).
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65.

66.

67.

Sea f: [—a,a] — R. La funcién f se dice par si para todo x € [—a, d] se tiene que f(—x) = f(x) e impar
si para todo x € [—a,d] se tiene que f(—x) = —f(x).

a) De ejemplos de funciones pares e impares.
b) Suponga que f es infinitamente diferenciable. Si f es par entonces todas sus derivadas de orden par
son funciones pares y todas sus derivadas de orden impar son funciones impares.

Solucion. Para la parte a) vemos que x" con n par, y la funcién coseno son todas pares. Por otra parte x"
con n impar, y la funcién seno son todas impares.

Para b) partimos asumiendo que f es par. Por tanto derivando,
f@)=f(=x) = f'(x) = —f'(=x) = ["(x) = f" ().

Inductivamente, tenemos que £ (x) = (—1)"f(")(—x), de donde se concluye el resultado.
Determine si el producto y la suma de funciones céncavas hacia arriba es concavas hacia arriba.

Solucion. Por definicidn, tenemos

(f+8)Ax+(1=2A)y) = f(Ax+(1=A)y) +g(Ax+ (1 =21)y)
SAfX)+(1=2)f(y) +Agx)+(1—-A)g(y)
=A(f+g) @) +(1-1)(f+&) ).

Por lo tanto, la suma de funciones céncavas hacia arriba también lo es. Por otra parte, sean f(x) =xy
g(x) =2, estas dos funciones son cénvavas hacia arriba, sin embargo su producto ( f-g)(x) = x> no lo es.

Sea f : [a,b] — R una funcion convexa tal que f(a) <0 < f(b). Pruebe que existe un tnico ¢ € (a,b)
tal que f(c) =0.

Solucion. Probaremos, en primer lugar, que toda funcidn convexa, finita, definida en un intervalo abierto
es continua. Recordemos que una funcién f se dice convexa si para todos u < r < v en [a,b| se cumple
que

7)) _ 50~ )
Sea ahorax € (a,b) ya < x < v <b. Entc:n;eus o
1)~ @) _ 10)~16) _ F6)~ 1)
Esto implica que o o o
p+ 2T < ) < g+ 7O T oy,

Conesto lim f(v) = f(x), lim f(v) = f(x). Luego, como f es continua existe ¢ € (a,b) tal que f(c) =
V—X V=X

0. Supongamos que existe ¢’ > ¢ tal que f(c¢’) = 0. Como f es convexay a < ¢ < ¢’ tenemos que
fle)=fla) _ f()—f(a)

<
c—a d—a

Es decir,



92

68.

69.

70.

3 La Derivada

< — .
c—a~ (—a
Como f(a) < 0 tenemos que |f(a)| = —f(a). Luego |f(a)|(¢' —a) < |f(a)|(c —a). De donde, ¢’ < c.
Esta contradiccién prueba la afirmacién.

Una funcién f : [0,b] — [0, b] es super-aditiva si para todo x,y € [0, ] se tiene que f(x)+ f(y) < f(x+Yy).
Demuestre que si f es una funcién convexay f(0) < 0, entonces es super-aditiva.

Solucion. Por definicién f es convexa si para todo x,y € [0,b] y todo ¢ € [0, 1] se satisface
flex+(1=1)y) <1f(x)+(1=1)f(y).
Si consideramos y = 0 en la expresion anterior,
fx) = flex+(1=1)-0) <tf () + (1 =0)f(0) <tf(x) Ve €[0,1].

Por lo tanto,

y Y
x)+ =fl&x+ + <7++—x+=x+.
704700 = £t )+ ()2 ) £ et + 2 ) = k)
Pruebe que p(x) = x3 4 2x+ 5 es estrictamente creciente. Calcule la derivada de la funcién inversa en el
punto p(—2).

Solucién. Notemos que p’(x) = 3x*> +2 > 2, luego la derivada es estrictamente positiva y por tanto la
funcién p es estrictamente creciente. Por otra parte, si f es la inversa de la funcién p, entonces por la
regla de la cadena f'(p(x)) - p’(x) = 1. Asf, tenemos

Los siguientes polinomios representan los polinomios de Taylor de orden 3 en torno a x = 0 de las
funciones f'y g:
pr(x) = 14+2x —x% +4x°, pe(x) =x—x* +2x°.

a) Determine el polinomio de Taylor de orden 3 en torno al origen de f(x)g(x) y de f(g(x)).

b) Calcule

lim M )

=0 gx)—x
Solucion. Por definicién del polinomio de Taylor tenemos que f(0) = 1, f/(0) =2, f(0) = -2,
f"(0)=24yg(0)=0,g(0)=1, g"(0) = -2, g (0) = 12. Luego para calcular el polinomio de Taylor
de orden 3 de fg, basta calcular (fg)(0), (fg)'(0), (fg)"(0) y (fg)"(0). Con estos niimeros se verifica
que p3(x) = x+ x> — x>

Para la composicion basta calcular (fog)(0), (fog)(0), (fog)”"(0)y (fog)”(0). Con estos nimeros
se verifica que p3(x) = 1+ 2x —3x* + 10x°.

Para b) basta considerar los polinomios de Taylor en el limite, pues los errores en la aproximacién
convergen a cero. Luego,

—1-2 2 4 —1+4
i SO =2 e e
=0 gx)—x =0 —x24+2x3  x=0 —1+2x
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71. Sea f : R — R una funcién diferenciable, positiva y creciente y sea g : R — R una funcién diferenciable,
negativa y decreciente. Pruebe que la funcién 4 : R — R, definida por

es creciente.

Solucion. Basta notar que la derivada de la funcion & es estrictamente positiva. Por hipétesis, tenemos
que [/ >0y g <O0. Asi,

72. Sea f(x) = ¢*senx. Determine el polinomio de Taylor de f de grado cuatro alrededor del punto x = 0.

Solucion. Observemos que

Asi,
fO)y=0, fO)=1, f0)=2, f0)=2 y fH0) =0,

por lo tanto el polinomio de Taylor de grado cuatro es

/1 117 (4)
pa) = 1) + 7O+ 2 L0 O 2 1o

73. Sea n € N. Considere la funcién

a) Determine los intervalos de crecimiento (y decrecimiento) de f.
b) Determine los maximos y minimos de f.

Solucion. Notemos que la funcién estd definida en R\ {0}. Ademds, tenemos limy_, o f(x) = Foo y
lim, = f(x) = oo, por lo tanto la funcién no tiene minimo ni maximo global. Ahora f'(x) = *—"
por lo tanto los puntos criticos de la funcién son x = £n. Para determinar si se alcanzan méximos o mini-
mos locales notamos que f”(x) = 2n? /x>, de donde f”(n) =2/n >0y f"(—n) = —2/n < 0. Luego, la
funcién alcanza un maximo local en x = —n y un minimo local en x = n, cuyos valores son f(—n) =0y
f(n) = 4n. Finalmente, observamos que f’(x) = W es positiva en x € (—eo, —n) U (n,0) y nega-
tivaen x € (—n,0)U(0,n). Estos son los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f, respectivamente.

>

74. Sea

xzsen% N
oo [ s
0 six=0.
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Demuestre que f es continua en x = 0 y determine si es diferenciable en este punto.

Solucion. Notemos que

X

lin(l)f(x):h’m -limxsen(1/x) =1-0=0= f(0),
x—

x—0senx x—0

por lo tanto la funcién f es continua en x = 0. Por otra parte,

£(0) = 1im f») = 1(0) = lim — -sen(1/x).

=0 x—0 x—0 senx

Recordemos que lim,_,ox/sen(x) = 1. Por otra parte la sucesién x, = 1/(% +nm) converge a cero y es
tal que

sen(1/x,) = sen (g —i—mr) =(-1)".

Por lo tanto,

f(x2n) _f(o) f(x2n—1) —f(O)

Iim =1y lim =—1,
n—oo Xxon —0 Y n—eo Xon—1—0
y concluimos que f no es diferenciable en x = 0.
. e*
75. Sean € N. Calcule la derivada con respecto a x de y(x) = arctan { — |.
X
Solucion. Tenemos que
, 1 ExXt—nx" et (X — )
y (x> = o2 n = 2n 2x
1+ S X x+e

76. Sea f(x) = x° +x> +x+ 1. Demuestre que f tiene exactamente una raiz real.

Solucién. Notemos que f’(x) = 5x* +3x*> +1 > 0, por lo tanto la funcién es estrictamente creciente.
Ademds tenemos que 1im,_, 1 f(x) = Z-oo, pues el grado del polinomio es impar. Entonces, f intersecta
una sola vez al eje x.

77. Sea f : [a,b] — R una funcién continua en [a,b] y diferenciable en (a,b) tal que f(a) = a, f(b) =b,y
ademds para todo x € (a,b) se tiene | f’(x)| < 1. Demuestre que para todo x € [a,b] se tiene f(x) = x.

Solucion. Supongamos que existe xo € (a,b) tal que f(xp) > xo. Por el Teorema del Valor Medio existe
& € (a,xo) tal que

f(x0) — f(a) S Xo—a

Xo—da X0 —da

f'(é)=

lo que es una contradiccién con la hipétesis. El caso f(xp) < xo es andlogo.

:17

78. Sea f(x) diferenciable en (0,c0) tal que

f(2x) =2f(x).
Demuestre que para todo x € (0,0) existe ¢ > x tal que

o)

X

flle)=
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79.

80.

81.

82.

Solucion. Dado x € (0,00), por el Teorema del Valor Medio, existe ¢ € (x,2x) tal que

oy L@ 201w f),

2x—x 2Xx—x X

Sea ( )2
[ (x+22 41 six<0
f(x)_{3x3+7x+5 six>0

Demuestre que la funcién no tiene rectas tangentes paralelas a la recta y = 4x.

Solucion. Observamos que f es continua pues lim, .o f(x) = 5 = f(0). Sean g(x) = (x+2)>+1y
h(x) = 3x® +7x+5, entonces g’ (x) = 2(x+2) y /' (x) = 9x> +7. La tnica solucién de g’(x) =4 es x = 0.
Pero /'(0) =7 # 4 = ¢'(0), luego f no es diferenciable en x = 0. Por otra parte

1
H(x)=4=—x*= —3
por lo que no hay soluciones para &' (x) = 4. Por lo tanto, f no tiene rectas tangentes paralelas a y = 4x.

Sea f : [a,b] — R una funcién continua en [a,b] y dos veces diferenciable en (a,b) que satisface f(a) =
f(b)=0y f(c) > 0 para algiin a < ¢ < b. Demuestre que existe & € (a,b) tal que

f(¢) <o.

Solucién. Como f es continua en [a, b],alcanza su méximo. Es decir, existe & € [a, D] tal que (&) > f(x)
para todo x € [a,b]. En particular f(&) > f(c) > 0= f(a) = f(b), por lo tanto & # a,b. Entonces
& € (a,b). Ademds, como f es diferenciable en este conjunto y alcanza su mdximo en x = &, se tiene

que f'(§) =0y f"(§) <O.

Sea f la funcién definida por:
f(x) — 63x73x275en(x7x2)

b

para todo x € R. Mostrar que su derivada tiene un cero en el intervalo [0, 1].

Solucion. Notemos que f es diferenciable en (0,1) y que f(0) =1 = f(1). Por el Teorema de Rolle,
existe ¢ € (0,1) tal que f'(c) =0.

Sea f: R — R una funcién diferenciable tal que para todo x € R se tiene

UK

=9.
3

2
fx)+
Verifique que la funcién f posee un tinico maximo.

Solucion. Derivando la igualdad tenemos que
20f (x) +22f'(x) + f(x)2 £ (x) = 0.

De donde 2/ ()
/ - XX
S ==

De la ecuacidn que satisface f se concluye que f(x) # 0 para todo x, y por lo tanto la derivada se anula
solamente cuando x = 0. Es decir, el tnico punto critico de f es x = 0. Ahora, observemos que
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83.

84.
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(2f (x) +26f'(x)) (% + f(x)?) = 2xf (x) (2x + 2 () ' (x))

[ =~ (2 + f(x)2)2
Como f(0) =3y f'(0) = 0, obtenemos
" 2f(0)° _

y concluimos que f alcanza un tinico maximo en x = 0.

Sea g la funcién definida por:
(x) | senx|
X) = —F——.
8 xr—1
Determine los puntos donde g es diferenciable y calcule la derivada en esos puntos.
Solucion. Notemos que la funcién g estd definida y es continua en el conjunto (—eo,—1) U (1,e0). Si

x # n7 existe una vecindad V de x tal que en esta vecindad

senx senx

8() x2—1 x2—1

dependiendo si senx es positivo o negativo. En estos puntos la funcién es diferenciable, pues es compo-
sicién de funciones diferenciables en los respectivos dominios. Sin embargo, en los puntos de la forma
X =nx, con n € Z, al acercarnos por la izquierda y por la derecha, los valores de las derivadas laterales
difieren en el signo. Por lo tanto g no es diferenciable en estos puntos. Para los puntos del dominio donde
la funcidn es diferenciable, tenemos

/(x) = sign(senx) cosx  [senx|x
s -1 (-1)¥2

Demuestre que si g : [0,1] — R posee una derivada lateral por la derecha g, (xo) = A en xo € [0,1)
entonces para cada par de sucesiones (ay,), (b,) tales que ambas convergen a xy con xo < a, < by, y tales
que existe > 0 de modo que

bn —day Z B(bn 7)6()),

entonces
lim g(bn) - g(an)

n—r—+oo b, — ay,

=A.
Solucion. Como g’+ (x0) = A, tenemos que para x > Xxo,
g(x) = g(xo) +A(x —xo) + a(x)(x —xo),
con o(x) — 0 cuando x — xg . Evaluando esta igualdad cuando x = a,, y x = b,, tenemos que
g(an) = g(xo0) +A(an —x0) + &t(an)(an —x0),  &(bn) = g(x0) +A(bn —x0) 4 a(by) (by — x0).
Por lo tanto, restando estas igualdades,

g(bzz :iian) A+ b, ian (at(by)(by —x0) — ot(an)(an —xo)).

Notemos que
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bn_an_E Y b, —ay ﬁ

Asi, tomando limite cuando n — oo se tiene el resultado.

b, —xo < 1 a, — Xxp 1

IN

85. Formule y pruebe un criterio que involucre derivadas de orden superior para determinar si un punto es
de inflexién. Este criterio debe permitirle determinar que x = 0 es un punto de inflexién de f(x) = x***!
para todo n € N.

Solucion. Primero formulamos el criterio. Sea f : (a,c) — R una funcién diferenciable y b € (a,c).
Suponga que existe n € N tal que f”(b) = --- = f"=1(h) = 0, y ademés f") (b) existe y es distinto de
cero. Si m es impar entonces b es un punto de inflexion, y si m es par entonces no lo es.

Ahora probamos el criterio. Aplicando el Teorema de Taylor a f” alrededor de b, se obtiene que

v FM(E) .
') = Gy ?,

para & entre x y b. Como f™ es continua y f (’”>(b) # 0, existe un intervalo conteniendo b en el cual
UM (&) tiene el mismo signo que £ (b). Por lo tanto, el signo de f”(x) coincide con el signo de
£ (b)(x — b)"~2. Si m es impar, entonces m — 2 es impar, y en consecuencia (x — b)" 2 cambia de
signo al pasar por b. Por tanto f”(x) cambia de signo en b, y se concluye que b es un punto de inflexion.
Por otra parte, si m es par, entonces m — 2 es par, y por ello (x —b)" 2 no cambia de signo al pasar por
b. Por tanto f”'(x) no cambia de signo en b, y se concluye que b no es un punto de inflexion.

Ahora verificamos el criterio para la funcién f(x) = x2"t!. Entonces f*)(0) = 0 para todo k =2, 3, ...,
2n, mientras que f2"*1(0) = (2n+1)! # 0. Asi, el primer orden m > 2 para el cual ") (0) # 0 es
m = 2n-+ 1, que es impar. Por el criterio anterior, x = 0 es un punto de inflexién de f(x) = x*"*! para
todon € N.

86. Demuestre el Teorema del Valor Medio Generalizado. Sean f, g : [a,b] — R dos funciones diferenciables
tales que g es estrictamente creciente. Demuestre que existe ¢ € [a, ] tal que

f(b)—=fla) _ f(c)

g(b)—gla) g(c)

Solucion. Primero observemos que como g es estrictamente creciente, los cuocientes de la conclusion
estdn bien definidos. Sea i : [a,b] — R definida por A(t) = (f(b) — f(a))g(t) — (g(b) —g(a)) f(¢). Como h
es composicion de funciones diferenciables en (a,b), es también diferenciable en (a,b). Ademads h(a) =
f(b)g(a) — f(a)g(b) = h(b). Por el Teorema de Rolle, existe ¢ € (a,b) tal que i’ (c) = 0, es decir

87. De un ejempo de una funcién f y un intervalo [a,b], de modo que f sea continua en [a, b], diferenciable
en todo el intervalo (a,b) con la excepcién de un punto y tal que no existe ¢ € (a,b) de modo que

fla)—f(b)

I po).

Solucion. Consideremos la funcién f : [—1, 1] — R definida por f(x) = |x|. Esta funcién es continua en
[—1,1] y diferenciable en todo (—1,1) excepto en x = 0. Los valores de su derivada son f’(x) = —1, si
x€ (=1,0)y f'(x) =1 six € (0,1). Notemos que
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TEVZI _ o4 () vee (-1.1)\ (o,

88. Demuestre la que derivada del 4rea de un circulo con respecto al radio es igual al perimetro del circulo.
Solucién. Definimos la funcién drea de un circulo por A(r) = 7r%, donde r es el radio del circulo. Enton-
ces, A'(r) = 27r, que es el perimetro del circulo.

89. Sea f : [a,b] — R una funcién convexa.

a) Demuestre que para todo x € (a,b) las derivadas laterales existen.
b) Demuestre que las funciones x — f” (x) y x — f’ (x) son crecientes.
¢) Sean a < x <y < b, demuestre que

f) —fx)

TSSO

fix) <

d) Demuestre que para todo x € (a,b) se tiene que f7 (x) < f% (x).

Solucion. Para la parte a), fijemos x € (a,b) y consideremos

o) = f(tz:f(x), r>x

Entonces, si x < t; < tp, tenemos que
f) = fx) _ f2) = f(x)
H—x - h—x ’

por lo tanto @(#) es creciente cuando ¢ decrece a x. Ademds, para t € (x,b),

10 =16) _ f(6)= 1)

t—x b—x

asf que @(r) es acotada superiormente para ¢ > x. Por lo tanto, el limite

) =t FO

t—xt t—x
existe. El caso de la derivada lateral izquierda es andlogo.
Para la parte b), sean a < x; < x < b. Por la convexidad, para cualquier x; <t < xp,

f)=fx1) _ flxa) = f(x1)

< .
r—Xx1 X2 — X1

Haciendo 1 — x;:

fx2) = f(x1)

fjr()“) S X2 —X71.
Ahora parat > x5:
fl) = fla) _ f1) = flx2)
Xy — X1 - t—xp
Haciendo t — x; :
fi) < LEDZIE) )
2—X]

El caso f’ creciente es andlogo.
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Para la parte ¢), la primera desigualdad fue probada en la parte anterior. Para la segunda desigualdad,
tomemos x < t < y. Entonces,

fO) —fx) _ fO)—f)
y—x Tyt
Haciendo t — y~ se tiene el resultado.
Para la parte d) sean x; < x < xp. Como
JO) = fla) _ fl2) = f(¥)
x—x1 = xm—-x

haciendo x; — x~ y x, — xT se obtiene f” (x) < f (x).

90. Demuestre que toda funcién convexa no es diferenciable en a lo mas un conjunto numerable de puntos.

91.

Solucion. Sea f : I — R una funcién convexa definida en un intervalo abierto / C R. Sea ademas
E :={x€I: f no es diferenciable en x}.

Demostraremos que E es a lo mds numerable. Por el ejercicio anterior, para cada x € I, las derivadas
laterales f7 (x) y f7 (x) existen y satisfacen f’ (x) < f% (x) para todo x € 1. Ademads f es diferenciable en
xsiysolosi f’ (x) = f(x). Por lo tanto, si x € E, entonces f” (x) < f (x). Recordamos por el ejercicio
anterior que como f es convexa, f’ y f/ son crecientes, y ademds [’ (x) < f’ (y) si x < y. De aqui se
sigue que si x < y pertenecen a E entonces los siguientes intervalos son disjuntos,

L= (fL(x0).f4(x), L= (fL0).1L ()

Asi, obtenemos una familia {I, : x € E'} de intervalos abiertos no vacios dos a dos disjuntos. Como todo
intervalo abierto no vacio contiene un niimero racional, para cada x € E podemos elegir g, € I, N Q.
Como los intervalos son disjuntos, necesariamente si x 7 y entonces ¢, 7 ¢y. Luego, la funcién de E en
Q dada por x — ¢, es inyectiva. Como Q es numerable, se concluye que E es a lo mas numerable.

Sea f : R — R una funcién diferenciable y convexa tal que sup{|f’(x)| : x € R} < . Demuestre que

lim @

X—toeo X

=sup{f'(x): x € R}.

Solucién. Como f es convexa, sabemos que f’ es creciente y luego lim,—, o f7(x) = sup{f’(x) : x € R}

existe. Y por lo visto en el ejercicio anterior %ﬁx‘)

limite existe,
lim M — lim @
x—teo  x—0 x—+too X

es una funcién creciente. Por lo tanto el siguiente

Para finalizar, por el Teorema del Valor Medio, tenemos que

(20 fx) _fN)—f0)  f) _ fle) [l

2x by 2x 2x 2 by
Para finalizar restamos @ y tomamos el limite cuando x tiende a infinito para concluir que
lim ) _ lim f'(x) = sup{f'(x): x € R}.

X—too X X—r+o0
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Capitulo 4
La Integral de Riemann

1. Determine la integral superior y la integral inferior de la funcién

Jx sixe[0,1]NQ,
f(x){o sixe[0,1]NQ".

Solucion. Sea & :={0=1y,11,..., tn—1, t, = 1} una particién de [0, 1]. Como el conjunto de los nimeros
irracionales es denso en [0, 1], para todo i € {1,...,n} tenemos que m; = inf{ f(x) : x € [t;_1,#]} = 0. Por
lo tanto s(f,2?) = 0. Luego folx dx =0.

Por otra parte, los nimeros racionales también son densos en [0,1], en particular M; = inf{f(x) : x €
[ti—1,%]} = ;. Probaremos en primer lugar que

1 1
dx> —.
/0 =3
Es decir, 1/2 es cota inferior del conjunto {S(f, &) : & particién de [0,1]}. Sea Z ={0=10,...,ty—1, tn =
1} una particién de [0, 1]. Es posible acotar inferiormente cada sumado en S(f, &) = Y5 ti(ti —ti—1).

En efecto,
2 2 2
2 2 (ti—ti-1) o
ti(ti—ti_q) =t7—titi_1 >t7—titj ] — —m8—— = L — .
l( i i 1) i ili—1 i ili—1 D) ) D)

Asi, para toda particién & tenemos que

Y L7t 1
S(f,2)=Y tulti—ti1) > ), -5 =5
i=1 ;

Por lo tanto fT)lx dx > 1/2. Ahora probaremos ahora que inf{S(f, &) : & particién de [0,1]} = 1/2. Sea

n € Ny consideremos la particién en intervalos de igual largo definida por &, = {O, %7 %, ceey %7 l}.

Notamos que M; = i/n,y luego

B n 1l (14243+---4n) nn+1) 1 1
SUsPn) =~ e = 5 =g =51+ )

n

Notamos que lim, . S(f, #,) = 3, y por lo tanto inf{S(f, &) : & particién de [0,1]} = 1/2. Es decir

Exdx: %

2. Demuestre que, si f: [0,2] = Ry g:[—1,1] — R son funciones integrables entonces

101
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2 T
/ (= D) f((x—1)dx = 0= / g(senx) cosx dx.
0 0

Solucion. Para la primera integral, hacemos el cambio de variable y = x — 1, y descomponemos la integral
en dos términos,

[ nste = [ yyetas= [ srotavs [ vro?ay

Luego, hacemos el cambio de variable y = —z en la segunda integral arriba,

/jyf(yz)dy:/lozf(zz)dz:—/Olzf(zz)dz.

De aqui se obtiene que la integral original vale cero.

Procedemos de la misma forma para la segunda integral. Primero hacemos el cambio de variable y =
T

x—Z
2 b

/Ong(senx) cosxdx = /j g(sen (y+ g)) cos (y+ g)dy = — /; g(cosy)sen(y)dy.

Ahora descomponemos la integral arriba en dos términos y usamos el cambio de variable y = —z,

z 0
/ g(cosy)sen(y)dy = /2 g(cosy) senydy+/ g(cosy) senydy,
x 0 =

2

z 0
= / g(cosy) senydyf/lr g(cos(—z))sen(—z)dz,
0 7

7 7
= / g(cosy)senydy — / g(cosz)senzdz = 0. 4.1)
0 0

De aqui se concluye que la segunda integral también es cero.
3. Sea f : [a,b] — R una funcién no negativa y acotada. Sea

&r ={g:[a,b] = R: g funcién escalonada tal que g(x) < f(x) parax € [a,b]}.

/abf(x)dx:sup{/abg(x)dx:ge@@f}.

Solucién. Sea g € &y & la particién de [a,b] inducida por g, es decir la particion que contiene los
puntos de discontinuidad de g. Como g es escalonada y menor o igual a f tenemos que

Demuestre que

[ stix=sts.2) < s(7.2).

Por otra parte, dada una particion arbitraria & = {a =19, t1,...,t, = b} de [a,b] y m; ;== Inf{f(x) : x €
(ti=1,11)} definimos la funcién escalonada g tal que g(x) = m; para todo x € [f;_1,;). Claramente g € &
y s(g, Z) =s(f,2?). De aqui concluimos que

/abf(x)dx:sup{/abg(x)dx:ge@@f}.
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4. Sea f : [a,b] — R una funcién no negativa y acotada. Demuestre que las integrales superiores e inferiores
no cambian si la funcién f se reemplaza por una nueva funcién que difiere de f en un solo punto.

Solucion. Sea ¢ € (a,b) y g : [a,b] — R tal que g(x) = f(x) para todo x € [a,b]\ {c} y f(c) # g(c).
Sea & una particién de [a,b] que no contiene al punto {c}. Recordemos que tanto la integral supe-
rior como la inferior pueden calcularse con particiones que no poseen un punto escogido. Sea € > 0y
P = PU{c—¢€,c+e}. Notemos que s(f, Pe) —s(g, Pe) < 2¢|f(c) — g(c)|. Como el valor de € es
arbitrario concluimos que || f f)dx= | abg(x)dx. Un argumento andlogo permite probar que las integra-
les superiores coinciden. o

5. Construya ejemplos de funciones no integrables que poseen primitivas.

Solucion. La funcién f: [0,1] — R dada por £(0) =1y f(x) = 1 /x> cuando x # 0, posee primitiva —1 /x,
sin embargo no es integrable. En efecto, las integrables superiores e inferiores dan el valor +oo.

6. Utilizando el Teorema de los Intervalos Encajados demuestre que si f : [a,b] — R es una funcién inte-
grable entonces existe ¢ € [a,b] donde la funcién es continua (ver el trabajo de Hirst [8]).

Solucion. Consideramos las particiones P, que dividen el intervalo [a,b] en n partes iguales. Como f es
integrable tenemos que para todo € > 0, existe m tal que para n > m,

m

;(Mi_mi)(xi_xifl) <E€.

Tomando € = (b —a)/2, existe m > 4 que satisface la propiedad anterior. En este caso,

L b—a b-a
(M; —my) (x; — xi—1) = Z(M,‘—m,‘) = < > =
i=1 j

(ngE
(ngE

m
(Mi—mi) < E

Il
-
I
—

Como m > 4, se satisface que m/2 < m — 2y por lo tanto

s

Il
-

(Ml-fm,‘) <m-—2.

Ast, por el Principio del Palomar existen al menos tres valores de la sumatoria para los cuales M; —m; < 1.
Luego, uno de los tres intervalos no intersecta los extremos de [a,b]. Es decir, obtenemos un intervalo
[a1,b1] contenido en [a,b] con a; # a 'y by # b. Este es el primer intervalo a usar en el Teorema de
Intervalos Encajados.

Para construir el k-ésimo intervalo consideramos € = (b — a)/2k en vez de (b —a)/2 en el intervalo
[ak—1,br—1] ya construido. Asi, escogiendo siempre particiones que dejen al intervalo dividido en partes
iguales, existe m de modo que

m m—2

M —m) < — < —.
(M; m)<2k< .

on

i=1

Asi, nuevamente por el Principio del Palomar debe haber al menos tres intervalos contenidos en este con
M; —m; < 1/k. Y por lo tanto un intervalo tal que sus extremos ay y by, satisfacen ay # a'y by # b..

De esta forma obtenemos una sucesién de intervalos tal que [an,by] C [an—1,bn—1], con a, # an—
y by, # b,_1. Ademas el largo de los intervalos construidos tiende a cero. Por lo tanto, por el Teo-
rema de los Intervalos Encajonados existe un punto xy que pertenece a todos los intervalos. Como
SUP.e (g bu] S — Mfrefa, b, [ < 1 /n, se obtiene la continuidad en xp. Un corolario de este resultado, es
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10.

que los puntos de continuidad de una funcién integrable son densos en su dominio.

. Sea f : [a,b] — R una funcién integrable no negativa. Demuestre que las siguientes afirmaciones son

equivalentes

a)/f )dx=0

b) Si f es continua en ¢ € (a,b), entonces f(c) =0.

Solucion. Primero probaremos que a) implica b). Suponemos por contradiccién que existe ¢ € (a,b)
donde f es continua y f(c) > 0. Luego existe un intervalo  para el cual f(x) > 3 f(c) para todo x € I.
Por lo tanto

b
[ 1> [rae= " o
a 1 2
donde || es el largo del intervalon 1. Esto prueba la implicancia por contradiccién. Ahora probaremos
que b) implica a). Por el Ejercicio 6 los puntos donde la funcién es continua son densos en [a, b]. Ademas
en estos puntos la funcién es igual a cero por hipétesis. Luego la integral inferior (y superior) es cero.
Recordamos que la funcién es integrable por hipdtesis, y asi la integral de la funcién es cero.

. Sea f: R — R una funcién diferenciable tal que f£(0) = 0 y para todo x € R se tiene f(x) = (f(x))>.

Demuestre que para todo x € R se tiene que f(x) = 0.

Solucién. De las hipétesis sabemos que f'(x) = (f(x))? > 0 para todo x € R. Luego f es creciente.
Supongamos que existe ¢ tal que f(c) > 0. Dado que f'(c) = (f(c))? > 0, tenemos que f(x) > 0 para
todo x > c¢. Notemos que, si x > ¢ entonces

. fo. 1
[ 1ae= f2 0" =70 T

Luego

f(c)
1= f(e)x+cf(e)
En este caso la funcién tiende a infinito cuando el denominador 1 — f(c)x+ cf(c) tiende a cero. Por

lo tanto la funcién no es diferenciable en el punto xg tal que 1 — f(c)xp + ¢f(c) = 0. Esto nos da una
contradiccién. Un argumento andlogo permite probar el caso en que f(c) < 0.

fx) = @2)

. Sean f,g : [a,b] — R dos funciones integrables. Demuestre que las siguientes funciones también son

integrables
M(x) ;= max{f(x),g(x)},  m(x):=min{f(x),g(x)}.

Solucion. Como

Mg = T =8

Por el Teorema 4.5 el valor absoluto de una funcién integrable es integrable, la suma de funciones inte-
grables es integrable y ademads al multiplicar por una constante, las funciones integrables siguen siéndolo.
Por lo tanto ambas funciones son integrables.

Sea f : [a,b] — R una funcién acotada. Denotemos por ®(x) la oscilacién de f en x € [a,b]. Demuestre

que o _
/abf(x)dx/abf(x)dx /aba)(x)dx.
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11.

12.

Solucion. Sea & = {a = xy, ..., x, = b} una particién de [a,b]. Primero observamos que
n n
S(f,2 Z My — my) (X — Xg—1) Z (k= X-1) = S(@, 2).

Como inf(F — G) > infF 4 inf(—G) y —supG = inf(—G), tomando el infimo sobre las particiones
tenemos que

/f Ydx — /f ()dx = infS(f, ) —sups( . 7) < infS(o /w

Ahora probaremos que fjb F(x)dx— fab f(x)dx no sélo es cota inferior sino que corresponde al infimo de
acuerdo a la integral superior de ®. Sean € > 0y .Z, % particiones de [a, D] tales que

" b b
—/af(x)dx<§, /Lf(x)dx—s(f7%)<§.

Considerando la particién .# = . UZ tenemos que

) b
| ( | rwax— | f(x)dx> —(S(f,tl) — s(f, )| <
S(o, M) = S(f, M) —s(f, M) < </abf(x)dx—/abf(x)dx> te.

Por lo tanto se obtiene el resultado.

€
o

En particular

Sea f : [a,b] — R una funcién con derivada integrable. Denote por m = (a+ b) /2. Demuestre que

2
b—a

b
Fla)+ f(b) = / (F)+ (x—m)f' () d.

Solucion. Usando integracion por partes tenemos que

/bxf()dx—bf b) —af(a /f

a

Usando el Teorema Fundamental del Céalculo obtenemos

/ah(f(x) +(x— dx—/fxdx+/xf dx — /ahmf'
=bf(b)—af(a)—m(f(b) - f(a))

—ro(*5%) +ra(*3°)

De aqui se obtiene la identidad pedida directamente.

Construya un ejemplo de una funcién integrable que sea discontinua en un conjunto infinito.

Solucion. Sea f : [0,1] — R definida por
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13.

14.

15.

fx) =

1 six=1/nconneN,
0 sino.

Esta funcién es discontinua en todo punto de la forma 1/n y continua en [0, 1]\ {1/n},. Ademds es
una funcién acotada. Probaremos que es integrable y que fol f(x)dx = 0. Por la densidad del conjunto
[0,1]\ {1/n}, en el intervalo [0, 1], la integral inferior es cero. Ahora para la integral superior basta
considerar la particiéon

P ={1/n1/n+1/n*2/n—1/n22/n+1/n* ..., (n—=1)/n—1/n? (n—1)/n+1/n* 1}.

Para esta particién la suma superior es S(f, &) = 1/n+ % = % Por lo tanto la integral superior también
es igual a cero. Por lo tanto la funcién es integrable con integral cero.

Basandose en la Férmula de Wallis, demuestre que

2t @
i (22 (2n+1) 2

Solucion. Primero recordemos la Férmula de Wallis,

224466 2n 2n T

nﬂ<133557"'2n—1zn+1> T2

Reescribiendo la Férmula de Wallis usando factoriales y potencias de dos obtenemos lo siguiente,

T, 227 (n)? 22" (m)22r(n)) 24 (n1)*
— = lim = lim = lim .
2 n5=3.3.5.5--2n—1)2n—1)(2n+1) n—==(2n)2(2n+1) n—e=(2n1)2(2n+1)

Demuestre que

/ dx _ 2 CJx—q
(x—p)/x—p)x—q) a—p Vx—p

Solucion. Sea g(x) = ﬁ %. Calculamos

iy 21 fxmp mp)—(—q) 1
PR = S S R -

El resultado es consecuencia del Teorema Fundamental del Calculo.

Sea f : [0,1] — R definida por

f(x){l six=1/n, neN;

0 caso contrario.

Pruebe que la funcién f es integrable y calcule su integral.

Solucion. La funcién f es igual a cero en el conjunto de ndmeros irracionales en [0, 1]. Este conjunto es
denso en [0, 1], luego toda suma inferior es igual a cero. Por lo tanto la integral inferior es igual a cero.
Ahora probaremos que la integral superior también es igual a cero. Sea N € N con N > 100. Definimos
la particién Py de [0, 1] por

53—01114-1 1 11+1 111+1 11
NTUON 2NN T2N3N—1 2N3'N—1 ' 2N32  2N3'2 T 2N3’ 2N3’
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La suma superior de f con respecto a #y viene dada por

1 1 N-1, £ 1 N+4N-—I

P . =
S(f Pn) = N T Toas N3

Asi limy 0 S(f, Zy) = 0. Como la integral inferior es menor que la superior concluimos que la integral
superior es igual a cero. Por lo tanto la funcién es integrable con integral igual a cero.

16. Sea A := (ay,), una sucesion definida en [0, 1] tal que Y | a, < . Sea f : [0, 1] — R definida por
flx) = Z a.

an€A:an<x

Demuestre que f es integrable.
Solucion. Como Y ;" | a, < oo la funcién f es acotada. Ademds los términos de la sucesién son no ne-
gativos, y asf la funcién f es monétona y acotada. Por lo tanto la funcién es integrable de acuerdo al

Teorema 4.6.

17. Utilizando la defincién de integral dada por Riemann calcule los siguientes limites

a)
lim = ( l/n_|_62/n_|_e3/n+ _|_en/n)
n—oo n
b)
1
hm—(l +22 4. +n)
n—oo 3
c)
k k
r}gl}oﬁ(l +25 b)), k>0,
d)
fim | b gt
nseo\n+1 n+2 3n)’
e)
i (L ]
e VoL N S L SR X B )
1)
nlgrolon\/nJrl (n+2)---(n+n).
8)
lim — 1-1— -l-L
fin 7 (7t )
Solucion.
a)
1 n 1
lim — (1/"+62/"+e3/”+ +e"/")*limfZek/":/e"dx:efl.
n—oo p n—ee 0
b)

Iim — (12+22+ -+n ) = lim

1 1/12 22 n? L& K\, 1
n—oo 3 %wn(n2+}12+m+nz>:n£}°nz<n) :/oxdng
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C)
” 1 k k k . 1 1k 2k Ilk . 1 /! j k 1 k 1
r}l]llﬁ(l +2 +"'+n)—r}l]ll* 7+7++7 —nlllfz - —Ade—il.

d)

i 1+1++1 1,1n+n++n 1,1%;4

im [ JE— = lim -| —— = lim —

n—eo\n+1 n+2 3n n—ep\n+1 n+2 n+2n —en = ntk
& 1 2 dx

:1/ — 7:/ _—

nggnkg’ll—t—k/n 0o 1+x

dx 3dy _

Utilizando el cambio de variable y = 1 +x obtenemos foz =03

e)

log3.

i 1 . 1 i 1 n R n3 i 1i n
mn" | ——=++———=]|=lim- =5+ +—5——=)=lim-) ——
n—es \p3 413 n3+n3 n—eo \ 13+ 13 n3+n3 n—eo 1 = 3 k3’

1 & 1 L dx
= l/ — = .
i?onk; 1+ (k/n)? /0 1+

Utilizando fracciones parciales tenemos que

1 1 1 —x+2

170 GrD)@—x+1) 3G+0) T30@—xt1)

Integrando término a término y utilizando los cambios de variable correspondientes, el resultado es

I arctanx_l/z—i—C
2V3/2 v3/2

Al evaluar en los extremos correspondientes tenemos que el resultado es % +

1 1
§10g|x+1|—610g|x2—x+1|+

.
H

1 ! ! 2 ’
lim = & 1 2)--- = lim —¢ 1 - 1 =1 n
ngrolon\/(n—k )(n+2)---(n+n) n%n\/< +n>( +n) < +n>’

cen(on(an (D)2 ()

— exp (,}gl(}o log ((1+ l/nzl(l —|—n/n))>7

1o :
= exp (Jg{ln;log(l +k/n)) = exp (/0 log(1 —|—x)dx).

Utilizando el cambio de variable 1 +x = y obtenemos,
1 2 4
exp </ log(1 +x)dx) = exp (/ log(y)dy) =exp(2log2—1)=-.
0 1 e

8)
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Luego,

18. Determine las siguientes primitivas:

a)
senx x
d 343~ 1d / ———d
2+cosx /x ® NiErran
b)
3x x? o
e dx, /xei dx,
/ vx+1
)
/senx\/ 1+ cosxdx, /tg(3x)dx, /sen2(3x) cos(3x)dx.
d)
3 X
/ cos xdx, / dx ’ Ay
sen?x xlog3x I+e*
e)
d
/ ﬁ, / sen® (x)dx, / sen’ (ax)dx.
W)
/ L T x / ' dx
V1—4x2 VataZ 4+4x2
8)
/ dx / dx x+1
2 —a?’ V2 =522 V4 —x2
h)
/ dx / (2x+3) / X dx
Va2 —2x+5’ 4x2+4x+5 X2 +4x+5
)
X dx e*
4 _ S
/x2—2x—3 * /x(x—|—1)2’ /e2X+3e"+2 *
b))
/xlogxdx, /sen(logx)dx, /log(a2 +x?)dx
k)
/x(cos(2x+ 1))dx, /xarc sen(x)dx, /x2 arctg(x)dx.
D
cosx
2 .
1—senx’ 2— cosx / cos(3x) sen(2x)dx
m)
— 3 _
/ | \/;Cdx, / dx 7 Vx 1dx
1+x x(1—/x) x

Solucion.

109
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a) Considerando los cambios de variable u = 2 + cosx, u = 31 yu=1-— 42 respectivamente, se

tiene que,
—d
Sy dx:/—u:—10g|u\—|—C:—log\2—|—cosx|+C,
2 +cosx u
3 3 2u3/2 1
/x1/3\/x4/3—1d :/\/ﬁ~1du:1~ =SP4,

X —du  —Vu!'/? —/ (1 —4x2)1/2
/ ——dx= = +C =
V1—4x2 8u 4 4
b) Considerando los cambios de variable u = 3x, u = —x2 y u = v/x+ | respectivamente, se tiene que,

1 et e

3x u

d = = d = — = —

/e X 3/6 u 3 +C 3 +C,

—1 —1 —1
/xefxzdx = T/eudu = 76”—|—C = 767“\2 +C,

Va+1
e foy
dx—Z/ e'du=2e"+C =2eV" 4 C.
vx+1
¢) Considerando los cambios de variable u = 1 +cosx, u = cos3x y u = (sen(3x))? respectivamente, se
tiene que,
-3 3/2 —13(1 3/2
senx\/l—&—cosxdx:—/\/ﬁdu: " —i—C:w—i—C
sen(3x) du _ —log —log|u| —log|cos3x|
tg(3x)dx = dx=— | — C=———""+C
/ g(3)dx / cos(3x) 3 u 3 ° 3

3/2 (senx)?

1 r u
2 Vadu=""+c= c
6/ﬁ” o * 9 T

/sen (3x) cos(3x)dx = / 6\f

d) En la primera integral notamos que
/ (cosx)? dye / (1— (senx)?)cosx 7/ COSX /cosxdx.
(senx)? (senx)? (senx)?
Asf, utilizando el cambio de variable u = (senx)? se obtiene

cosx —12 1
oSt _ C=— c
/ (senx) 2 2 / po T senx |

X 1
/ (cosx) dx=— —senx—+C.
(senx)? senx

Luego

Para las siguientes dos integrales utilizamos los cambios de variable u = 1 4 ¢* y u = log 3x respecti-
vamente,

er d
/ dx = —uzlog|u\+C=10g\l+ex|+C,
1+4¢* u

1 d
/ dx:/—u =log |u| +C =log(|log3x|) + C
xlog3x u

2

e) Recordemos que la derivada de tanx es sec” x, asi
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/ 3 —/sec xdx =tanx+C.
cos

Utilizando la férmula del coseno del angulo doble obtenemos,

6 1—cos2x’
/sen xdx:/(sen X) dx—/ — dx
1 n n
= 8(/dx—3/cos2x+3/cos22xdx— /00332xdx>.

Debemos integrar cos” x y cos® x. Ocupando la férmula del coseno del dngulo doble,

1+cos2x «x cos2x X sen2x
2 = _— = — _— = — _—
/cos xdx—/ > 2+ > dx 2+ n +C.

Notemos que cos”x = 1 —sen’x e integramos cosxsen? x utilizando el cambio de variable u = senx,

/ cos® xdx = / cosxdx — / cosxsen® xdx

3 3
:/cosxdxf/uzdu:senxf%+C:senx— ser; x+c_

Luego la respuesta es
5x  sen2x 3sendx sen2x

6 4 T 48
2

Para la tercera integral utilizamos la férmula del seno del dngulo doble y la integral de cos~ x,

+C

1
/sen4axdx: /(sen2 ax)*dx = Z/(l — cos 2ax)’dx
—l/d —1/ (2ax)d +1/ 22ax)d
7 | dx—7 [ cos(2ax)dx+ 7 [ cos”(2ax)dx

_ 3l sen2ax n sen4ax
8 4a 32

+C.

f) Realizando los cambios de variable y = 2x, y = 44 x? y y = 4 + x?, respectivamente,

arcsiny arcsin(2x)

dx 1 'y
= = +C=
/\/1—4x2 2/«/1—y2 2 2

+C,

1
ﬁx 2dx:§/y_l/2dy:\/§+C:\/4+x2,
/4+x2 / =logy+C =log(4+x*)+C.

g) Para la primera integral realizamos los cambios de variable ay = x y sent =y,

/ dx 1 / /secttant 1t+C 1 Ny C arcsinx/a iC
_— — — - = —arcsin = .
xVx% — a2 YA /y _ secttant a a Y

En esta nueva integral realizamos el cambio de variable \ﬁy =/5x,

1 5
arcsiny +C = — arcsin Q +C

/W /fﬂ N YtV
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Ahora dividimos la integral en dos y realizamos los cambios de variable 2y = x y y = 4 — x2, respec-

tivamente,
X
=arcsiny+ C = arcsin = +C,
Vi —x2 /\/4— 4y? 2
X 1
dx=—— [y Pdy=—y'"24Cc=—\a—x2+cC.
/ Vi—2 2 y|=
Luego,
x+1
dx—arcsmf—\/4 x2+C.
V4 —x2
h) Comof\/jzwiﬂ2 =log|w+ vw? +a?| +C, entonces,

=loglw+ Vw2 +d?|+C=loglx—1+ x> —2x+5|+C.

/ dx _ / dx
Vaxr—2x+5 V(x—1)2+22
Primero dividimos nuestro problema en dos integrales,

2x+3 1 8x+12
st st
(B+4)+8 serd +2/
4 4x2 +4x+5 4 4x2 +4x+5 4x2 4 4x+5°

De esta forma,

1 8x+4 10g|4x +4x+5| +C
4 4x2+4x+5 4 ’
2/ dx == dx :larctan(x—i—l/Z)—i—C
4(x>+x+5/4) 2 (x+1/2)2+1 2
Luego,
/4x22—)&i2x3—|—5 10§u+%arctan(x+l/2)+c.

Tal como en el ejercicio anterior separamos en dos integrales y luego concluimos de la misma forma,

(2x+4)
/x2+4x+5 2/x2+4x+5
2x+4 dx _ log|x? +4x+4|
2/x2+4x+5 /x2+4x+5 N 2

—2arctan(x+2)+C.

i) Para los préximos dos ejercicios, utilizamos fracciones parciales,

x 310g|x 3] loglx+1|
— x= c,
/x2—2x—3 * /( 3)x+ / /x-H eyt

dx dx 1
=1 1 1|+ —+C.
/ x+1 / /x+1 /x—H)2 ogr| ~loglx 1] + +l+

En este tercero hacemos el cambio de variable ¢* = u y luego utilizamos fracciones parciales,

/ e d / e’ dx / du
X = =
e¥ +3e¥ 42 (ex+2)( X+1) (u+1)u

du
:/ / i =log|u|+loglu+1|+C =logle* + 1| —log|e* +2|+C
u
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b

k)

)

Por integracién por partes,

2

2 2
_ x"logx x . x"logx x
/xlogxdx— 5 /de— > Z—i—C.

Realizando dos veces integracién por partes y despejando la integral pedida,
/senlogxdx = xsenlogx — /cos logxdx = xsenlogx — (xcoslogx + /senlogxdx).

Por lo tanto obtenemos
x
senlogxdx = 3 (senlogx — coslogx) +C.

Integrando por partes,

/10g(x2+a2)dXZXIOg(“2+x2)—/zixzdx:xlog(azntxz)—/2—270‘2(1)6.
a? +x? )

Luego
/log(x2 +a*)dx = xlog(a® +x*) — 2x + 2aarctanx/a + C.

Realizando el cambio de variable 2x + 1 = y obtenemos,
1 1 1
/xcos(2x+ 1)dx = 7 /(y— 1)cosydy = 2 /ycosydy+ 1 / —cosydy

1 seny
=- - dy | — ——.
1 (yseny /seny y> 1

Luego

2x+1 2x+1 2x+1 2x+1
/xcos(2x+1)dx: (2x+1)sen(2x+ )+c0s( x+1)  sen(2x+ )+C.
4 4 4
Integrando por partes y utilizando el cambio de variable x = senu,
2 g 1 2 2 g 1
/xarcsinxdx = % - 5/ \/lx_ixzdx =7 ar;smx — — [ sen®udu.

Ocupando la férmula del coseno del dngulo medio,

2 2

2 2 2 4 8

x“arcsinx 1 [ 1—cos2u xarcsinxy 1 1 x“arcsinx u sen2u
7—5/ > du= —Z/du—k/zcosZudu:i—f—i—

113

+C.

Por tltimo ocupando la férmula del seno del dangulo doble y reemplazando en funcién de x, obtenemos

xtarcsinx  u  2senucosu xarcsinx  arcsinx  xv1—x2

2 4t s T T4t te

Integrando por partes,

/x2 arctanxdx — x3 arctanx 7 1/ x3 - x3 arctanx 7 1/ (x7 X )dx
3 3/ 14223 3 241

2

3 3
x’arctanx 1 1 X x’arctanx x° 1 2
:7—§/xdx—§/x2+ldx: ———glog\x +1[+C.

3 3 6

Realizando los cambios de variable z =tanx/2y z— 1 = x,
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dx (2dz)/(1+2%) / dz / L, -2 -2 -2
1 —senx 1—-(22)/(1+2%) (z—1) dr= +C z—l+c tanx/2 — 1

+C.

Notemos que,

_cosx cosx—2 dx
= + /dx: 2/ —
—cosx 2 —cosx —cosx 2—cosx 2 —cosx

Para calcular la nueva integral realizamos el cambio de variable z = tanx/2,

/ _/ 2dz/(142%) / /
2 —cosx 2—(1-2%) 1+Z 372 —H 3 24 /\f)

2 2
garctan(\fz)—&—c— ?arctan(\ftanz)+c

Luego

4+/3
/Ziocscfsx \{arctan(\ftanz)—kx—i—c

Notemos que cos(3x) sen(2x) = 1/2(sen(—x) + sen(5x)), asi

/cos(3x) sen(2x)dx = % </— sen(x) +/sen(5x)dx> = cozsx - ColsOSx +C.

m) Realizando el cambio de variable /x+ 1 = u,

/1+\fd —2/ d *6/du72/udu74/ = 6u—u®> —4logu+C.

Por lo tanto,

H_\[dx— 6(vx+1)— (vVx+1)? —4log(vx+1)+C

Realizando el cambio de variable 1 — /x =t y ocupando fracciones parciales,

dx dt 1 dt
S =4 -—a [ — 4iogl|+4log|l —1|+C.
/x(1—<*/5c) /(l—t)t /t /1-; og|t]+4log 1 ¢+

Luego,

dx . 4 4

Realizando el cambio de variable vx3 — 1 =1,
Vi —1 2 12 2 2 dt 2t 2arctant
X dx:f/idt:f/dt—f/izf-k e e
X 3) 12+1 3 3 2+1 3 3

3_ 3 _ 3 _
/\/x 1dx: 2( x3 1) n 2arctan(3 x—1)
x

/ e dx.

Solucion. Usando integracion por partes tenemos que

Luego,
+C.

19. Determine
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20.

21.

22.

. 2
X
/xzeSde = =

2
3 e — 3 /e3xxdx.

Integrando nuevamente por partes tenemos
1 2 1 2 1 1
/x263xdx = §x2e3x ~3 /xe3xdx = §x263x ~3 <x3e3x —3 /e3xdx> )

1 2 2
2 3x _ -2 3x = 3x 3x
/xe dx—3xe 9xe —|—f27e +C.

Por lo tanto

Determine
" sen
VX dx.
VX

Solucion. Considere el cambio de variable u = /x. Asi du = 2L\/;Cdx. Tenemos entonces que

sen/x
VX
Demuestre que si g : [c,d] — R es integrable y f : [a,b] — [c,d] es diferenciable con derivada continua
tal que f’(x) # 0 entonces la compuesta go f : [a,b] — R es integrable.

dx = 2/senudu = —2cosu+C = —2cos/x+C.

Solucion. Sea h = go f. Como g es integrable, es acotada. Por lo tanto 4 también es acotada. Como
f" es continua y f'(x) # 0 para todo x € [a,b], entonces f tiene signo constante. Supongamos primero
que f’ > 0. Entonces f es estrictamente creciente. Ademds, existe m > 0 tal que f’(x) > m para todo
x € [a,b].

Sea oo = f(a) y B = f(b). Como g es integrable en [c,d], también lo es en [, B]. Dado € > 0, existe una
particion Q = {a =yp <y < --- <y, = B} tal que S(g,0Q) —s(g,Q) < me. Definimos una particién
P de [a,b] por x; = f~!(y;) con i =0,...,n. Entonces a = xo < x; < --- < x, = b. En cada intervalo
[xi—1,%], 1a oscilacién de h = go f coincide con la oscilacién de g en [y;—1,y;|. Ademas, por el Teorema
del Valor Medio,

yi—yie1 = f(&) (i —xi—1) > m(x; —xi-1),

de donde x; —x;_; < ¥*==L. Por lo tanto,

S(h,P) —s(h,P) < —(S(g,0) —s(8,0)) < &€.

RS

Luego, por el Criterio de Darboux, h = go f es integrable en [a,b]. Si ' < 0, el argumento es anélogo,
invirtiendo el orden de la particién. Por lo tanto, g o f es integrable en [a, b].

Demuestre que si g : [c,d] — R es continua y f : [a,b] — [c,d] es integrable entonces la compuesta
gof:[a,b] — R es integrable.

Solucién. Como g es continua y su dominio un intervalo cerrado y acotado existe K = supc(. 4 [g(x)| <
+o0. Ademds g es uniformemente continua. Por lo tanto, para todo € > 0, existe 0 < § < Maw tal
que

€
k=yl<d = 1@ —e0)l < G orrary

Por el Teorema 4.4, existe una particion & = {xo,x1,...,%,} tal que S(f, ) —s(f, &) < 8*. Definimos

M= swp f(3, mi= if f(), M= swp (gof®), mi= sw (o))
X€[x;,x+1] x€[x;,xi+1] XE[x;,x;+1] XE[x;,xi+1]
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Dividimos el conjunto {1,2, ..., n} en dos conjuntos disjuntos: J; := {i: M; —m; < 8} y su complemento
J». Para los elementos de Ji, se cumple que M; —m; < 8 y asi por la continuidad uniforme de g,

€

M-m< — .
S gy (11 2K)

Por otra parte, para los elementos de J; se satisface que M; —m; > &, luego,

8 Y (xiv1—x) < Y (Mi—mi)(xip1 —xi) < S(f,P) —s(f,P) < &,

i)y i€ty

y asf Yy, (xiv1 —x;) < 6. Por dltimo,

S(gof, P)=s(gof. ) = Y (M —mj)(xiz1 —xi)+ Y (M} —mj) (xi1 — i),

= i€,
€
=< m iezjz(xi+1 _xi) +2Kiezj2(xl‘+1 —)Ci),
€
< m(b*d)JrZK&
€ €
< omairm O a4 =)

Luego por el Teorema 4.4 se tiene el resultado.

23. Sea f:[0,1] — R una funcién mondtona. Demuestre que para todo n € N se tiene

‘/(;lf@)dx—fliflf(;)

Este resultado fue probado en 1937 por Sewell y Wals [21].

i —ro1

n

Solucion. Supongamos que f es creciente (el otro caso es dnalogo). Desarrollando la expresién de la

izquierda en la desigualdad,
" i norn i
L (-0 ()= L Loreoo(G)

(1) -o(50)) =00

donde hemos usado la desigualdad triangular y la monotonia de f. Notamos que hemos encontrado una
cota para la velocidad con la que la suma de Riemann converge a la integral.

£
i=1

n

"/Olf(x)dx—

24. Sea f:[0,1] — R una funcién Lipschitz, es decir, tal que existe una constante M > 0 tal que six,y € [0, 1]
entonces |f(x) — f(y)| < M|x —y|. Demuestre que para todo n € N se tiene,

‘/lf(x)dx—lif(k>’<12w.
0 n;= n n

Solucion. Por la desigualdad triangular y la propiedad Lipschitz tenemos que,
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25.

26.

Evaluando obtenemos que,

n k n 2 2 n
Yk k(K (k—1) 1 M
M,;/k,;(n‘x)dx:M,;(nz‘(M‘ o ))ZMZMZZn'

Demuestre que si f,g : [@,b] — R son funciones tales que f'(x) = —g(x) y & (x) = f(x) entonces
f?(x) + g*(x) es constante.

Solucién. Sea h(x) = f*(x) 4+ g*(x) y calculamos
K (x) =2 (x) f'(x) + 28(x)8’ (x) = =2 (x)g(x) + 28(x) £ (x) = 0.

Por lo tanto la funcién A(x) es constante.

Sea f : [a,b] — R una funcién continua y C > 0 una constante. Sea {x,x,...,X,} un subconjunto (no
necesariamente ordenado) de [a,b] tal que xo =ay x, =by Y} |xi—xi—1| < C. Sea §, = max{|x; —
xi—1|:i€{l1,...,n}} y considere la suma

Sn = if(x,\i)(xiixiflx

donde X; es un punto arbitrario en el intervalo de extremos x; y x;—1. Demuestre que para cualquier
sucesién de sumas S, tales que 6, — 0, se tiene que

lim S, = /bf(x)dx.

n—soo

Este resultado fue probado en 1943 por Robbins [16].

Solucion. Dado que f es continua en el intervalo compacto [a, b], es uniformemente continua. Definimos
el médulo de continuidad dependiente de &, como

M, = sup{|f(u) — f(v)| : u,v € [a,b], [u—v| < 8,}.
Notemos que, por la continuidad uniforme, 1im,,_,.. M,, = O puesto que &, — 0.

Consideremos el conjunto de puntos {xo,...,x,} ordenado de menor a mayor y sin repeticiones, de-
notdndolo como la particién a = yg < y; < ... <y, = b. En cada subintervalo [y;_,yi] escogemos un
punto arbitrario Y.
Supongamos que el intervalo de extremos x;_; y x; contiene a los subintervalos generados por los pun-
tos ¥j—1,¥j,...,Yj+r Vamos a reemplazar el término de la suma original f(£;)(x; —x;—{) por la suma
particionada:

FONG =yji—1)+ -+ f@jr) 3 jrr = Yjtr—1),

six; > x;_1, y por el inverso aditivo de esta expresion en caso de que x; < x;j_.

Acotemos el error de este reemplazo. Dado que tanto X; como los correspondientes y; pertenecen al
intervalo cerrado delimitado por x;_; y x;, la distancia entre ellos es a lo sumo §,. Por lo tanto, | f(£;) —
F)| < M,,. Usando la desigualdad triangular, la magnitud de la diferencia entre el término original y
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27.

28.

su reemplazo €s:

F@) i —xio1) = Y O AW < Y1 (&) = FO) Av] < Malxi —xi1 -
k

k

Sea S/, la nueva suma construida al hacer todos estos reemplazos para i = 1,...,n. Al sumar los errores
de todos los términos, obtenemos que:

n n
10— Spl < Y Malxi —xi 1| =My Y |xi —xi1| < CM,,.
i< =1

= i=

Ahora analicemos la naturaleza de S),. Si reagrupamos todos los términos de la forma +f () (yx —
Yik—1) para un k fijo, la suma algebraica de los coeficientes de f(J;) es exactamente igual a (y, — yx—1).
Esto ocurre porque el recorrido total desde xg = a hasta x,, = b implica que el nimero de veces que el
subintervalo [y_1,yx] es atravesado hacia la derecha excede exactamente en uno al nimero de veces que
es atravesado hacia la izquierda.

Debido a esto, la suma reagrupada colapsa simplemente a:

Sh="Y F) Ok —yi-1)-
=1

Es decir, S/, es una suma de Riemann estdndar para f sobre la particién ordenada {yy, ...,y }. Puesto
que la norma de esta particién es menor o igual a §,, y 8, — 0, sabemos por teoria de integracién cldsica
que:

b
1im S, :/ fx)dx.

n—soo

Finalmente, por la desigualdad triangular:

s [ i 15,51+ ls, - [ rwax s, [ reoa|

<CM, +

Como lim, e M, =0y limy e S, = | ab f(x)dx, concluimos que:

n—soo

b
Ifm S, — / F(x)dx.
a
De una definicidén precisa de la nocién de limite utilizada en la definicién de Riemann de integral.
Solucion. Dada una funcién f : [a,b] — R integrable. Decimos que el niimero real [ es el limite de
Y (f,P*) cuando la norma |P| tiende a cero, si para todo € > 0, existe § > 0 tal que para toda particién
marcada P*, tenemos que |P| < & implica |Y.(f,P*) —I| < €. En tal caso [ = fff(x)dx.

Demuestre que si k € N entonces [ cos(kx)dx = [*_sen(kx)dx = 0.

Solucion. Considerando el cambio de variable y = kx obtenemos

T 1 km 1

/ cos(kx)dx = 7/‘ Cogydy = 7(senk7r — sen(—kn)) =0.
- k —km k

De la misma forma

b2 1 [km 1
/ sen(kx)dx = %/ senydy = %(—coskn'+cos(—k7r)) =0.
—km

—T
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29.

30.

31.

32.

Sea f : R — R una funcién impar y sea a > 0. Determine [“_ f(x)dx

Solucion. Descomponemos la integral en dos términos y realizamos el cambio de variables x = —y para
obtener

/j;f(X)dx:/O.af( Ydx+ f dx—/f dx—|—/ y)dy = / x)dx — /f )dy = 0.

En la tercera igualdad hemos usado que la funcién es impar.

Sean f, g : [a,b] — R dos funciones integrables nonegativas tales que la funcién ¢ — A é ; es integrable y

J, f(t)dt
T redr’

es decreciente. El resultado anterior es debido a M. Gromov y puede encontrarse en [3].

Solucion. Sea r < R. La funcién r — %

decreciente. Demuestre que la funcién

0 d -, es decreciente si y s6lo si

/arf(x)dx/aRg(x)dx > /aRf(x)dx/arg(x)dx
Notemos que

/aRg(x)dx = /arg(x)dx—i— /ng(x)dx, /aRf(x)dx = /arf(x)dx+/er(x)dx

Reemplazando en la ecuacién anterior obtenemos

/ flx dx/ g(x dx+/ / (x)dx > /urf(x)derg(x)dx—I—/er(x)dx/arg(x)dx,

que es equivalente a
r R R r
| s [“eiar= [ rwas [ gxjax

Por lo tanto basta probar la dltima desigualdad. Considerando f/g = h, y usando que esta funcién es
decreciente,

r R r R r R r R r R
/ fdx / gdx = / ghdx / gdx > h(r) / gdx / gdx > / gdx / hgdx = / gdx / fdx.
a r a r a r a r a r

Con lo que se prueba la afirmacion.

Demuestre que si la funcién f : [a,b] — R es integrable, entonces existe ¢ € [a, b] tal que

/acf(x)dx: %/abf(x)dx

Solucion. La funcién F(x) = [ f(¢)dt es continua con F(a) =0y F(b) = [? £(x)dx. Por el Teorema

a

del Calor Intermedio, existe ¢ € [a,b] tal que F(c) = @ Es decir [ f(x)dx =% | f f(x)dx

Sea [x] la funcién parte entera. Demuestre que la transformacién de Gauss f : [0,1] — R definida por
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f(x):{(l) six=0,

1 [%] caso contrario,

es tal que log | f(x)| es integrable donde est4 definida.

Solucion. Notamos que f(x) = 1/x—n, paratodo x € (1/n+1,1/n]. Por lo tanto la funcion f es continua
y diferenciable en [0, 1]\ {% :n € N}. En este conjunto tenemos que log|f’(x)| = log|— ' = —2log(x).
Luego basta probar que la funcién log(x) es integrable en [0, 1]. Calculamos la integral 1 1rnpr0p1a,

/ log(x)dx = hm log( )dx = lim (¢ — 1 — elog(g)).
e—=0
Por L'Hopital,

lim 1—log(e) _ lim 1/e
£—0 1/8 T es0 1/82

=0,
y luego el limite pedido es igual a —1 y asi la funcién logx es integrable.

33. Sean g: [a,b] — R una funcién integrable no negativay f : [a,b] — R una funcién integrable. Demuestre
que si ffg(x)dx = 0, entonces fff(x)g(x)dx =0.

Solucion. Por el Ejercicio 7 se tiene que la funcién g es igual a cero en todos sus puntos de continuidad.
Ademds por el Ejercicio 6 este conjunto de puntos es denso en [a,b]. Por lo tanto existe un conjunto de
puntos densos en [a, b] donde la funcién g se anula. As{, como la funcién f es acotada, en estos puntos fg
es nula. Como tanto f como g son integrables tenemos que fg también lo es. Toda suma inferior de fg
es igual a cero, ya que es cero en un conjunto denso. Por lo tanto su integral inferior, y consecuentemente
su integral, es igual a cero.

34. Pruebe que si f,g: [a,b] — R son tales que f es positiva e integrable, y g continua entonces existe

Xo € (a,b) tal que
b b
| r@gdx = g(xo) [ rax

Este resultado es conocido como el Segundo Teorema del Valor Medio para integrales.
Solucion. Como g es continua existen xj,x; € [a,b] tales que para todo x € [a,b] se tiene que g(x;) :=
m < g(x) <M := g(xz). Suponemos sin pérdida de generalidad que x| # x,, de otra forma la funcién g

es constante y por ende el resultado es vélido para cualquier xy € (a,b). Luego como f es positiva, para
todo x € [a,b] tenemos que mf(x) < f(x)g(x) < Mf(x). Por lo tanto

m/jf(x)dx < /a.bf(x)g(x)dx < MLbf(x)dx

Luego, existe yo € [m,M] tal que yo - fab Fx)dx = f f(x)g(x)dx. Ademds como g es continua, por el
Teorema del Valor Intermedio existe xo € [a, ] tal que g(xo) = yo. De aqui se obtiene el resultado.

35. Recordemos que si n € Ny 0 < k < n, el coeficiente binomial se define por (Z) = #lk), Demuestre

. (Z) - ((n+1)/()1xk(1—x)”kdx>].

Solucion. Integrando por partes tenemos que,
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—k
xk+l ) k=1 _ TN WL ket
k+1/ RS R

1 k+1
k n—k X (1
1— dx =
/0 X (1—x) X k+1

Integrando por partes nuevamente,

k]
i A —x

n—k)(n—k— 1
o )nfkflz( k)( k 1)/0 xk+2(1_x)n7k72.

(k+1)(k+2)

Iterando hasta que el exponente de x en la integral sea igual a n,

1 1
—— S RN (PN (RS
1— dyx= = — - dx= — -
/ox( X" dx (k) mJo " T k)t D)
De aqui se obtiene el resultado.

36. Sea f: R — R una funcién tal que f”(x) > 0 para todo x € R. Sea g : R — R una funcién continua

entonces
/f dt>f< /g dt)

Solucion. Como f”(x) > 0, entonces la funcién f es convexa. Por lo tanto f(ty+ (1 —1)x) <tf(y) +
(1—1)f(x) paratodo x,y € Ryt € [0,1]. Ademds para todo {x;,x2,...,x,} C [a,b] y {t1,t2,....tn } C[0,1]
tales que Y}, #x = 1, se tiene que

Ftix +xa+ .+ taxn) <t f(xn) + 02 (02) + o+ 10 f (xn).

En el caso de que f es concava en vez de convexa se tiene la desigualdad contraria.
Recordamos que una integral puede calcularse usando una suma de Riemann con particién aritmética.
Escribiendo la desigualdad pedida en términos de estas sumas de Riemann, tenemos que probar

Liim €3 fgw) = £( - 1im Y. Letx)
— 11m — Xi)) = — 11mm —g2(X; y
an=en = ¢ i=1”g
o) equivalentemente,
|
>
fin , Xt 2 (Jim 3 ) ).

Por la convexidad de f, tenemos que 1Y% | f(g(x;)) > f(X’, 1g(x;)). Tomando el limite en am-
bos lados de la desigualdad y usando la continuidad de f se tiene que Hmn—wo%ZZ:] flglx) >
Flimy, e Y7 % g(x;)), como queriamos probar.

37. Sea 0 < g < p, demuestre que log

< \‘ts
ﬁ\“

Solucion. Por la desigualdad de Cauchy—Schwarz con f(x) = % y g(x) = 1 tenemos que,

1 \?2 1\? 11
(logp —logq)* = (/ql)xdx) S/qp (x) dx-/qp ldx = (q—p)(P—CI)~ (4.3)

P

De aqui se obtiene que log§ < como queriamos probar.

E\

38. Determine el menor valor de o € R tal que para todo x > 0 se tiene (l + %)Ha >e.

Solucion. Notamos en primer lugar que o > 0 ya que (14 1/x)* crece monétonamente a e cuando x — co.
Si o > 0 satisface la desigualdad pedida entonces, como el logaritmo es creciente,



122 4 La Integral de Riemann
1
(x+a)log|1+-)>1
x
Haciendo el cambio de variable 1/x = y obtenemos

log(1+y) >

y
l4+oy
Sean A(y) =log(1+y) y B(y) =y/(1 + ay). Notemos que A(0) = B(0) = 0. Afirmamos que ot = 1/2

es el valor buscado. En efecto, en este caso

1 1 1
> =
1+y = 1+20y+a2y?  1+y+y*/4

AG)2B0) = [aeaz [ By

y por lo tanto A(r) > B(t). Por otra parte si & < 1/2, entonces 0 <

;%"‘. Seay < (1 —2a)/a? luego

1 1
< .
I+y =~ (ay+1)2

yely+20-1)<0 & (a+l)i<l+y <

Por lo tanto A’(y) < B'(y), de donde A(y) < B(y). Pero entonces no se cumple lo pedido para 0 <y <
(1—2a)/0.

39. Sea f :[0,1] — R una funcién continua. Demuestre que si para todo n € NU {0} se tiene que
fol f(x)x"dx = 0 entonces f(x) = 0.

Solucion. Decimos que una sucesién de funciones f,, converge uniformemente a f cuando para todo
€ >0, existe N € N, tal que

n>N = |fulx)—fx)]<e, Vxel0,1].

Primero probaremos que si una sucesion de funciones integrables converge uniformemente a f, entonces
f es integrable. Por la convergencia uniforme para N lo suficientemente grande,

In(x) —e < f(x) < fv(x) +e,
si ademds consideramos una particién P de [0, 1],
S(fN7P)7£ < S(f,P) < S(f,P) SS(fN7P)+£7

y por lo tanto
S(f,P) = s(f,P) < S(fv,P) —s(f,P) +e.

Como ademds sabemos que fy es integrable entonces para P lo suficientemente fina S(fy, P) —s(fn,P) <
€ y por lo tanto
S(f7P> _S(f7P> < 2£a

de donde se obtiene que f es integrable. Ademds es claro que para n grande,

’/Olfn(x)dx—/olf(x)dx s/ol |fu(x) = F(x)|dx < €.

Ahora, por el Teorema de Aproximacion de Weierstrass, un conocido resultado que no demostraremos,
toda funcién continua f es el limite de una sucesién de polinomios que converge uniformemente. Luego,
para {p, }, una sucesién de polinomios que converge uniformemente a f, se satisface
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40.

41.

42.

43.

n—oo

0= lim /Olf(x)pn(x)dx: /Olfz(x)dx.

Luego por el Ejercicio 7 la funcién f? es cero, ya que f2 es continua y no negativa. De esta manera
concluimos que f es la funcién constante igual a cero como queriamos.

Utilizando la Férmula de Wallis demuestre que,
1\292n
1 (172"
woe (2n) 1/

Solucion. Usando el Ejercicio 13 y el limite lim,,_,c 2';] = 1, obtenemos que

lim 2% (n))"
v ((2n) 2

1
n
Por tltimo, como la funcién raiz cuadrada es continua obtenemos el limite pedido.

Calcule

3x
. X 2
lim - / e dr.
0

X
x—0 l—e¥

Solucion. Este es un limite indeterminado de la forma 0/0. Utilizando la Regla de L’Hopital,

2 2 2
it 5 xet dt » Jo¥e!” dt + 3xe®
im = lim

x—0 2 x—0 —xer*/2
1—e xe

T
Nuevamente este es un limite indeterminado de la forma 0/0. Utilizando la Regla de L’ Hopital,

o eldr+3xe 369 4 3<€9x2 + 18x2e9)‘2)

Iim =——— = 1lim = —6.
x—0 —ngZ/Z x—0 —(exz/2 —|—x2ex2/2)
. , 2
Por lo tanto, necesariamente lim,_,( lxz O3xxe’ dt = —6.
l—e 2

Sea f : [a,b] — R una funcién derivable con derivada integrable. Demuestre que si x, ¢ € [a, b] entonces

10 = fle)+ [ 1wy,

Solucién. Por el Teorema Fundamental del Célculo tenemos que f'(¢) : [a,b] — R es una funcién inte-
grable y posee por primitiva f : [a,b] — R, entonces [ f'(t)dt = f(b) — f(a). Restringiendo el dominio
a [c,x] se obtiene el resultado, es decir [ f'(t)dt = f(x) — f(c).

Sean f : [a,b] — R una funcién continuay g,/ : [c,d] — [a, b] funciones diferenciables. Defina la funcién
¢ : [c,d] — R por
8(x)
¢(x) = f(t)dr.
h(x)
Demuestre que la funcién ¢ es diferenciable y ¢'(x) = f(g(x))g’ (x) — f(h(x))H (x).
Solucion. Notamos que si r € (a,b) entonces

h(x

() (x) (x)
Mﬂ=é;f®w=ngmﬂ— F(e)dr.

r
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44.

45.

Luego ¢ es la suma de composiciones de funciones diferenciables, y por lo tanto diferenciable. En efecto,
las funciones g y 4 son diferenciables por hipétesis y como f es continua su integral es diferenciable por
el Teorema Fundamental del Célculo. Sea F (x) = [ f()dt, entonces

9(x) = F'(g(x))f'(x) = F'(h(x))H (x) = f(8(x))g' (x) — f (h(x))}' (x).

Sean € N con n > 2, demuestre que

n—1 -1
/cos” (x)dx = cos"” (x)sen(x) 4+ /cos”_zxdx.
n n

Solucion. Integrando por partes obtenemos,
/cos"(x)dx = cos" ! (x)sen(x) +/(n— 1) cos™ 2 (x) sen® (x)dx
= cos" ! (x)sen(x) + /(n —1)cos" % (x) (1 — cos*(x))dx
= cos" ' (x)sen(x) + /(n —1)cos" % (x)dx — /(n —1)cos"(x)dx

Despejando, obtenemos finalmente

' 1 -1
/ cos” (x)dx = — cos" ! (x) sen(x) + = /cos"*z(x)dx.
n n
Para utilizar el Teorema Fundamental del Célculo es necesario que la derivada de una funcién sea inte-
grable. El siguiente resultado debido a J. van de Lune [15] caracteriza las funciones con dicha propiedad.
Demuestre que si f : [a,b] — R es una funcién diferenciable entonces la derivada f” es integrable en [a, b]
si y sélo si existe una funcién integrable ¢ : [a,b] — R tal que

a)+ / o()di

Construya un ejemplo donde ¢ no satisface el Teorema de Darboux.

Solucion. Si f’ es integrable, basta tomar ¢ = f’. Entonces, por el Teorema Fundamental del Célculo,

a)—&-(/axf/(t)dtzf(a)+/ax¢(t)dt

Reciprocamente, supongamos que existe ¢ integrable tal que f(x) = f(a) + [ ¢(t)dt. Sea F(x ) =
J; ¢(t)dt. Entonces f = f(a)+F, luego f' = F’. Tomemos una particion & = {a =xp < x; < --- <
xr = b}. En cada intervalo I; = [x;_1,x;], definimos m; = inf;, ¢ y M; = sup; ¢. Siu,v € I;, con u 75 v,

entonces ( ) ( ) 1
F(v)—F(u v
m; < = — [ oar<m,

vV—u

Haciendo v — u, obtenemos m; < F’(u) = f'(u) < M;. Por tanto, en cada I},

infg < inff' <supf <sup¢.
Ij I I I

Luego S(f', #) —s(f', 2)
2 tal que S(¢9, ) —s( 0,
en [a,b].

Mostraremos ahora el ejemplo pedido. Definimos ¢: [0,1] — [0,1] tal que ¢(x) =1 si x =0, y
¢(x) =0 si 0 < x < 1. Entonces ¢ es integrable de Riemann, pues sélo es discontinua en un pun-

S(¢ ) —s(¢,22). Como ¢ es integrable, dado € > 0, existe una particién
) <

<
P Entonces S(f’, 2) —s(f’, &) < €. Por definicién, f es integrable



4 La Integral de Riemann 125

46.

47.

48.

to. Ademds, [y ¢(t)dt = 0 para todo x € [0,1]. Tomemos f(x) = 0. Entonces f es diferenciable y
F(x) = f(0) + [5 ¢(t)dt. Sin embargo, ¢ no satisface el Teorema de Darboux. En efecto, ¢(0) = 1,
y ¢(1) =0, pero ¢ nunca toma el valor % Por tanto, ¢ no tiene la propiedad del valor intermedio.

Sea f : [a,b] — R una funcién acotada. Sea D el conjunto de puntos de discontinuidad de f'y L el con-
junto de puntos donde existe el limite por la izquierda. Demuestre que D N L es un conjunto numerable.
Este resultado es debido a Levine [12] y permite probar la equivalencia entre distintas caracterizaciones
de integrabilidad.

Solucion. Definimos la oscilacién de f en un punto x como

o(f,x) = lim ( sup f(x)— inf f(x)).

5—01 lx—a|<8 |x—al<é

Ademas definimos D, = {x: @(f,x) > 1/n} con n € N. Por la definicién de un punto de discontinuidad
tenemos que el conjunto D de los puntos de discontinuidad de f satisface que D = UD,,. Por lo tanto
DNL=U;_(D,NL),y asi, basta probar que D, N L es numerable para concluir.

Supongamos que xo € D, N L. Como xq € L, para todo n € N existe § > 0 tal que | f(x) — f(x;)| <1/2n
Vx € (xo — 8,x0), donde x;; corresponde al limite por la izquierda de f en xo. De esta forma,

170 = FO) < ) = £+ F0) — £ )| < . para t0do x,v € (s~ 8.x0).

asi todos los elementos de (xo — &,x¢) satisfacen que (f,x) < 1/n o sea, no pertenecen a D,,. De esta
forma todos los puntos de D, N L son el extremo derecho de un intervalo abierto que no tienen puntos
de D, N L. Como estos son intervalos abiertos disjuntos y claramente numerables, el conjunto D, N L
también lo es.

Demuestre que
1

1
/ (lim nxe_"x2> dx # lim nxe ™ dx.
0

n—seo n—eo Jo

Solucion. Para h(x) = 7%8_""2, calculamos /' (x) = nxe ™. Por Teorema Fundamental del Célculo,

'l 1 1 1
lim [ nxe ™ dx= lim 3 (] — ) = _,

n—ee J) n—oo e 2
. —ni2 14, )
Por otra parte, como lim,,_,.. nxe ™™ = 0, obtenemos que fo lim,, oo ixe ™™ dx = 0.

Sea f : [0,1] — R una funcién diferenciable con derivada continua. Calcule

(£ (8) - o)

Solucion. Comenzaremos reescribiendo la expresion del limite mediante integracion por partes. Notemos
que para cada subintervalo [k/n, (k+ 1)/n] se cumple que

(k+1)/n K\ k (k+1)/n (k+1)/n
foo ()= [ (=3 ) ] - [

Evaluando los limites de integracién, obtenemos
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(k+1)/n k , k+1 (k+1)/n
[, (p3)f<> f( ) [ rwas

Sumando desde k = 0 hasta n — 1, reconstruimos la suma de Riemann y la integral de la expresion

original:
nl pletD)/n K\ = S 8|
Y/ (—)fmw—z< ) [ rax
k=0 k/n n k=0

Definamos entonces
n=1 r(k+1)/n k , J
A, = / xX—— x)dx.
=X (x-5) e

El problema se reduce a calcular lim,,_,. nA,,.

En lo que sigue, asumiremos primero que la funcién f es de clase C? en [0,1] y luego usaremos un
argumento de densidad para extender el resultado a funciones C'.

Para f € C?, integramos nuevamente por partes cada término de A,, eligiendo u = f'(x) y dv = (x —
k/n)dx:
(k+1)/n

n—1 1 k 2 1 r&+1)/n k 2
g (B e

k=0 k/n

Evaluando, nos queda

1" 1 k+1 1" 1 r(k+1)/n k 2 ,
. ZHZZf( ) 2Z/k/n (_n)f(x)dx'

k=0

Multiplicando por n, obtenemos la expresion para nA,:

U (ke ol e/ g g\?
Z f( n )_;Z/k/ <x_n> f"(x)dx.
k=01

El primer término es exactamente % multiplicado por una suma de Riemann para la funcién continua f’,

por lo que
1 (k1 1 ~ f()=£(0)
iy ¥ () =3 ) =TSO

=n n

Para el segundo término, sea M = max [ ]| f” (x)|. Acotamos la integral:

n=1 r(k+1)/n 2
ST, () e

Como 2 — 0 cuando n — e, concluimos que para toda funcién f € C([0, 1]) se tiene que 1im, o nA, =
! (l)gf ©)

nMnl/(k+1)/n( k>2 aM"= 1 M

< — dx=—) —=—.
-2 k=0 k/n 2 1;)3113 6n

n

Finalmente, extendemos el resultado a funciones C' ([0, 1]). Notemos que T,,(f) = nA, define una suce-
sién de funcionales lineales sobre el espacio de Banach C'([0, 1]). Ademés, si f € C'([0, 1]), podemos
acotar:

wl ety D e Wl
nn<ny (—)wnmmwmghﬁz< <
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49.

50.

Esto prueba que los funcionales 7, estdn uniformemente acotados (su norma operadora estd acotada por
1/2). Como el espacio C%([0,1]) es denso en C!([0,1]) respecto a la norma || - ||c1, y la sucesién de
operadores lineales uniformemente acotados 7,, converge puntualmente en este subespacio denso hacia
el funcional L(f) = M, un teorema clasico de andlisis funcional asegura que la sucesién 7,, debe
converger para toda f € C!([0,1]) al mismo limite.

Por lo tanto, lim,,_.. 1A, = M
Sea f: [0,1] — R una funcién acotada tal que la funcién f2(x) := f(x)f(x) es integrable. Determine si
es que podemos concluir que la funcién f es integrable.

para toda funcién diferenciable con derivada continua.

Solucion. Consideremos el siguiente contraejemplo. Sea f definida por

1 ifxeQn]o,1],
f(x)_{—nfxe(@m[ ]

Para toda particién &2, tenemos que S(f, £) =1y s(f, ) = —1, luego f no es integrable. Sin embargo
f?(x) = 1 para todo x € [0, 1] la cual claramente es integrable.

Sea f: [0,1] — R una funcién dos veces diferenciable tal que su segunda derivada sea continua. Calcule

1 noo k1
'}2?‘(”2./0 f(x)dx_nk;f( o ))

Solucion. Para agrupar la integral y la suma de manera adecuada, definimos los intervalos [, = [k/n, (2k+
1)/2n] y Jy = [(2k — 1) /2n,k/n]. Notamos que los puntos medios donde se evaliia la suma corresponden
a las fronteras de estos intervalos: my, = 2’;] .

Consideremos la particién de [0, 1] dada por:

0,1] =L UJ1UL UL U---Udy_1 UL, UJ,.

Integrando por partes en cada tipo de intervalo, obtenemos:

(=) reoar= o (25 - [ rwax,

/Jk ( - z) f'(x)dx = %f ( 2"2; 1) -, f(x)dx.

Al sumar sobre toda la particion, los términos evaluados se agrupan exactamente para formar la suma de
Riemann en los puntos medios, resultando en:

_ </(;]f(x)dx—;l§1f<2k2;1)>.

Definimos la unién 7 = Jy Ul = [(2k — 1)/2n,(2k 4+ 1)/2n]. La particién se reescribe como [0, 1] =
IhuThUTLhU---UT,_1 UJ,. Volvemos a integrar por partes en 7j:

/n <x— :) f(x)dx = é {f/ <2k2:1) p (2/;;1)} _% ;k (JC—:)zf”(x)dx.

Para los intervalos en los extremos:

/ 1 / 1 1 /!
/Ixf (x)dx = @f (211) ~5 onzf (x)dx,

0
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/(x—l)f/(X)dx:—if (2n—l>_; (x—1)2f" (x)dx.

2n I

Al sumar todas estas expresiones, los términos de frontera que involucran a f’ forman una suma te-
lescopica que se anula perfectamente. Nos queda que la diferencia original es exactamente —A,,, por lo
que el limite buscado (considerando el signo y el factor n?) se reduce a calcular 1im,,_,..(7%A,,), donde:

PR N AE IR g $ L ANy
=3 | 2w [ a0 T3 [ (e 1) s

Jn n

Asumiremos temporalmente que la funcién f es de clase C3. Integrando por partes una tercera vez:

: k ’ " ! i Zk+1 n( 2k—1 1 k : 111
E Tk(x_l’l) f(x)dx:48}’l3 |:f ( m >+f ( M ):|_6 I (x—n> f (x)d_x_

Haciendo lo andlogo para Iy y J,, y sumando, los términos en los bordes interiores se suman, reconstru-
yendo una suma de Riemann para f”:

&, (21
A”_24n3k21f <2n> S(n),

donde S(n) agrupa las integrales con f"(x). Dado que f € C3, |f"| estd acotada por una constante M.
Calculamos la cota:

M 2 M
S(n)| < </ 3olx+/ e —1] dx+2/ ) 6 a0t T 19203

Al multiplicar por 2, el término de error n>S(n) esta acotado por €'(1/n) y tiende a cero. El limite se
reduce entonces a:

1 _ 1 ! 1" _f’(l)—f’(())
JﬂﬁM—MQMZf(zn>—Mﬂf@“—m~

Finalmente, extendemos este resultado a funciones de clase C> mediante un argumento de densidad en
espacios de Banach. Definimos los funcionales lineales L,(f) = n*A, sobre C2([0,1]). Para cualquier
f € C%(]0,1]), acotamos directamente usando la definicién original de A,:

|Ln(f)|:n2|An|<nz”]2wm</ xzdx—i— —1 2dx-|—Z/ (X—) )
Io

Evaluando las integrales, la suma de los volimenes de los dominios cuadraticos es exactamente -

Por lo tanto: 2| _ I | ]l
f S o W le:
L) < P e

x_,

2 24 — 24

Esto demuestra que la sucesion de operadores funcionales L, estd uniformemente acotada. Como
C3([0,1]) es un subespacio denso en C2([0,1]) y L, converge puntualmente en dicho subespacio ha-
cia el funcional continuo L(f) = W
para toda funcién f € C2([0,1]).

, se concluye que L,(f) debe converger a este mismo limite

51. Demuestre que

T T T
/ xe>™dx = —/ e dx.
0 2 Jo
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52.

53.

54.

Solucion. En general, consideramos f tal que xf(senx) sea integrable. Haciendo el cambio u = 7 — x,

du _
T=—1, obtenemos

/0 " f(senx)dx = — / (7 u) f(sen (7 — ) du = /0 " 2 (senu)du — /0 " (senu)du

T

Luego, [y xf(senx)dx = 5 [ f(senu)du. El ejercicio se obtiene aplicando lo anterior a f(x) = e*.
Sea f(x) = |x| y F(x) = [*, f(¢)dt. Determine una férmula para F y si es que se tiene que F’ = f.

Solucion. Para x < 0 se tiene F(x) = [*| —tdt = 1 — "7 Por otra parte si x > 0,
2

0 X 1 " 1 .
= [ swar+ [ o= 5+ [Crar= 5+ %

Ademds observamos que para x positivo, F’(x) = x, y para x negativo, F’(x) = —x. Por tltimo para x = 0
se tiene que F'(x) = 0 ya que

FL(0) = lim FW=FO) _ g B

=0
h—0+ h =0+ 2 ’

y similarmente se obtiene que F” (0) = 0. Asi, se tiene F/(0) = 0 y de esta manera se concluye que F’ = f.
Sea f : [a,b] — R. La variacion total de f se define por V(f) :=sup{Y}_, |f(xx) — f(xx—1)|} donde el
supremo se toma sobre el conjunto de todas las particiones finitas a = xp < x; < --- < x, = b de [a,b].

a) Si f posee derivada continua utilice en Teorema Fundamental del Célculo para probar que V(f) <

J21F () ldx.
b) Utilice el Teorema del Valor Medio para probar la otra desigualdad y concluir que V (f) = [ | f/(x)|dx.

Solucion.

a) Por el Teorema Fundamental del Célculo, tenemos que para toda particién P = {x;}}_, de [a,b],

i F %) xk1|— <Z/xk1 |dx—/|f )|dx.

Tomando supremo sobre todas las particiones, se tiene V(f) < [ ab |f/(x)|dx.

x)dx

Xk—

b) Como f’ es continua, entonces |f’| también lo es, por lo tanto es integrable. Sea P = {x;}}_, una
particion de [a, b]. Por el Teorema del Valor Medio, para cada 1 < k < n, existe x; € (x;_1,xx) tal que

Y1 ) (e — x—1) Z fa-)| S V().
k=1 k=1
Ahora, haciendo |P| — 0 se obtiene que fab |f'(x)|dx < V(f).
Sea

P(x) := ﬁdd:n (()c2 - 1)”) .

a) Demuestre que si n # m entonces f L Py(x)Py(x)dx = 0.
b) Demuestre que f_11 By (x)%dx = 2n+1
¢) Demuestre que si m < n entonces [, X" P, (x)dx = 0.
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Solucion.

a) Sin pérdida de generalidad asumamos n > m. Integrando por partes

/_11 Py (x)Pn(x)dx =
S (@) (@) L (@) e (62 1)

1 n—1 . . .z
Pero como dd,, : ((x2 — 1) ), tiene factores ()c2 —1) en todos sus términos, entonces esta expresion

se anulaen —1 y 1. De esta forma integrando por partes m + 1 veces,
1 gn—(m+1) gm+(m+1)
_ m+1 2 n 2 n _
/ Py(x)Bp(x)dx = (—1) /_1 e ((2-1)") T ((2=1)")ax=o0.
Donde esta expresion es cero porque derivamos 2m + 1 veces un polinomio de grado 2m.

b) Integrando de la misma forma n veces obtenemos

! —1)"(2n)! !
[ Pierar= L nt (2,}.,5!)} [ 2= iyax

Realizando el cambio de variable x = cosu,

1 b3
/ (¥ —1)"dx = (—1)"/ sen” L udu.
-1 0

Y como al integrar por partes,

T

/4 T T
+(k—1)/ coszxsenkzxdx:(k—l)(/ senkfzxdx—/ senkxdx>.
0 0 Jo Jo

V3
/ sen® xdx = —sen ! xcosx
0

Entonces como k - Jorsenfxdx = [ sen* % xdx,

/ Pl de ﬁ(—l) /0 sen’ +1udu_(2"-n!)2'(2n+1)!_2n+1'

¢) Integrando por partes,

n—1

/ xmdx” X —l)n)dx:xm% ((xz—l)n)

1 1 dnfl
n—1 2 n
_I—leﬂ dx1 ((x 1) )
an-

Pero como 45— ((x2 —1)"1), tiene factores (x*> — 1) en todos sus términos, entonces esta expresion
se anula en —1 y 1. Por ende, integrando por partes m veces,

/;]1 o j:n ((xz _ 1)") dx = (—1)"m! ./;]1 jx:m ((x2 _ 1)”) —0

55. Demuestre que para todo a > 0 se tiene que 1im,_,.n({/a — 1) = loga.

Solucion. Primero calculamos lim;_o “tt—_l Este limite corresponde a la derivada de f(x) = a* en x =0.
Luego,

= f'(0) = loga.
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Por lo tanto el limite pedido se puede calcular como

limn(wfl):h’ma — —iimE = =loga.

n—eo n—eo l/n t—=0 t

1/n t

56. Calcule los siguientes limites

57.

58.

a)
1 n
lfm / X .
n—e Jo 14x
b)
ot
lim | nx(1—x*)"dx.
n—eo /()
c)

2
lfm / sen(nx) .
0

n—soo X

Solucion. Primero resolvemos a). Como 1 < 1+ x para 0 < x < 1 y ademds la funcién integrada es

positiva,
1 X 1 1
O</ dx</ X"'dx = .
“Jo 1+x T Jo n+1

Luego, por el Teorema del Sandwich, lim,,_s jol 1%xabc =0.
Ahora resolvemos b). Derivando F(x) = —(1 —x?)"™"!/2(n+ 1), obtenemos F’(x) = x(1 —x?)". Por el
Teorema Fundamental del Calculo,

n

2(n+1)

1
n/ x(1—x?)"dx =
0

Tomando el limite a esta tltima expresién tenemos que el resultado es 1/2.
Finalmente resolvemos c). Haciendo el cambio de variable y = nx y ocupando el Ejemplo 4.82 de la

integral de Dirichlet,
2 2n
lim / () v — i / WV ay=I,
0 0

n—soo X n—oo y 2

Sea f : R — R una funcién continua y F(x) := f6‘3 f(y)dy. Demuestre que F'(x) = 3x2f(x).

Solucién. Basta notar que F(x) = (goh)(x) donde g(x) = [ f(y)dy y h(x) = x>. Luego por la regla de
la cadena F'(x) = g’ (h(x))H (x) = 3x* f(x?).

(La integral de Riemann-Stieljes.) Sea f : [a,b] — R una funcién continua y sea % : [a,b] — R una
funcién creciente. Dada una particién & := {a = to,11,...,t, = b} definimos la Suma superior RS por

=

Srs(gvf) = ' lMi(h( i) _h(tifl))a

donde M; := sup{f(x) : x € [t;_1,t;]}. Andlogamente definimos la Suma inferior RS por

™=

srs(gaf) = . mi(h(ti) _h(tifl))v

i=1

donde m; := Inf{f(x) : x € [t;i_1,4]}.
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a) Demuestre que si &2, % son dos particiones de [a, b] entonces s,5(%Z, ) < Sys(2, f).

La integral inferior RS de f se define por

/bf(x)dh(x) :=sup {s,s(f, P) : & particién de [a,b]},

y la integral superior RS de f por

/ ) dh(x) = i {Sys(f, ) : P particién de [a,b]} .

Diremos que la funcién f es integrable en le sentido de Riemann-Stieljes si

/fdh /fdh /fdh

b) Demuestre que si f : [a,b] — R es una funcién continua entonces f es integrable en el sentido de
Riemann-Stieljes.

¢) Demuestre que si 1,k : [a,b] — R son funciones crecientes y f : [a,b] — R es una funcién continua
entonces

/abf(x)d(hl—i-hz)(x) / x)dh (x) + / x)dho (x

d) Suponga que la funcién creciente 4 : [a,b] — R es derivable y su derivada es una funcién continua.
Demuestre que si f : [a,b] — R es una funcién continua entonces,

/fdh /fh’

Solucion. Primero probaremos a). De la definicién es claro que para toda particiéon &2 se tiene que
SI”S('gsz) S Srs(‘@af)v

ya que M; > m;. Por otra parte si 2 es una particién mas fina que & entonces s.s(Z, f) < s,5(Z2, f)
Y Srs(2,f) < Ss(2, f). Sea & = {19,11,...,t,} un particién de [a,b]. Como & C 2 tenemos que la
particién 2 posee al menos un punto més que &2. Es decir, existe r € [a,b] con t;_] < r < 1;, tal que
r € 2. Supongamos en primer lugar que 2 = {#,t1,...,t;,tit1 ... tx}. Sean

m; = inf{f(x) : x € [ti_1,4]}, m = 1nf{f(x):x € [ti_1,7]}}, m} = 1inf{f(x):x € [n4]}.
Notemos que m; < m.,y m; <m/. Como h(t;) —h(t;_1) = (h(t;) — h(r)) + (h(r) — h(t;—1)), tenemos que
Srs(f,2) —sus(f, P) =m" (h(t;) — h(r)) +m' (h(r) — h(ti=1)) —mi(h(t;) — h(t;i-1))

= (m" —m;)(h(t;) — h(r)) + (m" —m;)(h(r) — h(ti—1)) > 0.

Luego s,5(f, 2) < sp5(f,2). El caso general claramente se deduce de la observacién anterior. En efecto,
si la particién 2 contiene m puntos mas que la particion &, basta repetir m veces el argumento anterior,
agredndole a & cada vez un nuevo punto. La desigualdad Sys(f,2) < S,5(f, ) se deduce de manera
andloga.

Luego si consideramos la particién &2 U Z tenemos que

srs(%af)Ssrs(yut%af)gsrs(gzugaf)SSrs(y7f>-
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59.

Ahora probaremos b). Sea € > 0, como la funcién es uniformente continua existe 6 > 0 tal que si
X,y € |a,b] con |x —y| < &, entonces

Sea & una particién de [a,b] cuyos intervalos tengan largo menor que 0. Entonces si f(x;) = m;, f(yi) =
M; tenemos que

wi = f(yi) = f(a) < 7o

Luego,
8 n

i:Zl Wi(ti _t[_l) < m ;(l’l(tl) — h(li_l)) = €.
De donde obtenemos que la funcién f es integrable.
Ahora probaremos c¢). Denotamos sy(f, Py, +4,) a la suma inferior para la funcién creciente / correspon-
diente. Basta ver que como
n n n
Y mi((h1+ho) (i) = (b1 + o) (ti-1)) = Y mi(hy () — b (ti-1)) + Y mi(ho(6;) — ha(ti-1)),
i=1 i=1 i=1
entonces SVS(f7 Ph]+h2) = Srs(fa Ph] ) +Srs(fa th) y luego,
b b b
[ 1 +m)) = [ fdm @ + [ ().
Ja Ja Ja
Como f es continua, debido a b), se concluye que

b

b b
| @ +h)e) = [ eam @+ [ ()

a Ja

Finalmente probaremos d). Dada una particién & := {a = 1y,11,...,t, = b} tenemos que por el Teorema
del Valor Medio existe ¢; € [t;_1,1;] tal que

/’l/(C,‘)(l‘i —l‘,;]) = /’l(l‘,’) — h(l‘,;] )

Por lo tanto la

=

n

sis(2,f) < ' flei)(h(ti) = hti-1)) = Zf(ci)h,(ci)(ti —1ti1) < Ss(2, f)-

i=1 i=1

De la definicién de integral de Riemann utilizando particiones marcadas tenemos el resultado.

Sea f : [a,b] — R una funcién continua. Demuestre que

lim bf(x) cos(nx)dx =0.

n—e Jq

Utilice lo anterior, ademds del resultado andlogo para 1im,,_c. jf f(x)sen(nx)dx, para calcular

b
lim [ f(x)sen’(nx)dx.
n—oo Jq
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Solucion. La demostracién de que 1im,—;e fab Sf(x)cos(nx)dx = 0, es andloga a la dada en el libro para
seno. Para calcular el segundo limite ocupamos la férmula de cos(2x) para obtener lo siguiente

/ahf(x) sen? (nx)dx = /ahf(x) (1_0025(2’1x)>dx = %/abf(x)dx— /abf(x) cos(2nx)dx.

Luego, como lim,_e jf S (x)cos(nx)dx = 0, entonces 1im,,_c fab J(x)cos(2nx)dx = 0, por lo tanto

b 1 b
lim [ f(x)sen(nx)dx = 3 / f(x)dx.

n—eo |
60. Sea
x+1
f(x) ::/ sen(r?)dr.
X

a) Pruebe que si x > 0 entonces |f(x)| < 1/x.
b) Pruebe que
2xf(x) = cos(x?) — cos ((x+ 1)2) +r(x),

donde |r(x)| < ¢/xy c es una constante.
Solucion. a) Si t > 0, entonces %cos(tz) = —2tsen(t?), por lo que sen(t?) = —%%cos(rz). Asi, inte-
grando por partes,

x+1 x+1 oy 7 x+1 et )
f@) :/ sen(t%) dt = —/ licos(tz)alt: [_Cos(t )} _/ CO;(; )dt.

2t dt 2t

Por lo tanto,

_ cos(x?)  cos((x+1)?) 1 cos(1?)
fx)=——~- 2t ) —/X 5zt

1 x+1 |cos(t?)]
oy 22
Lcos(r?)]
21

idénticamente igual a 1 en ningdn intervalo, [*' pdt < e 2:—zdt. Luego

Tomando valor absoluto, |f(x)| < 2= + dt. Como |cos(¢?)| < 1, y ademds no es

1 1 1 1 1

1 x+11 1
P L Sadt =5t s b o e =

Por lo tanto, | f(x)| < 1 para todo x > 0.

b) Ocupando la expresion anterior para f(x) y multiplicando por 2x,

x 5 w1 cos(t2)
i cos((x+1) )—x/ 2 dr.

X

2xf(x) = cos(x?) — .

Ahora escribimos — 37 cos((x + 1)2) = —cos((x+ 1)) + )H%lcos((x—i— 1)2). Por lo tanto, 2xf(x) =

cos(x?) —cos((x+1)?) + r(x), donde

) = cos((x+1)?) —x/XH cos(#?) 0

x+1 2

Ahora estimamos 7(x). Como |cos(¢?)| < 1,

()| < 1 N /H]ldt 2 <2
r(x —+x —dt = —— < —.
“x+1 x 12 x+1 x



4 La Integral de Riemann 135

61.

62.

63.

64.

Luego, tomando ¢ = 2, se obtiene |r(x)| < <.

Demuestre que al funcién 7' : R — R definida por

T() = /0” sen(xt)dt’

t

es continua.
Solucion. Primero observamos que por el Teorema del Valor Medio |sen(xt) — sen(yt)| < |xt — yt| para
todo x,y,t. Luego, podemos acotar

/” sen(xt)—sen(yt)dt’ </” |sen(xt)—sen(yt)|dt</7r |Xt_yt‘dt:7r|x—y\
0 ~Jo “Jo ot '

() -T0)| = t t

Por lo tanto la funcién T es Lipschitz, y en particular continua.

Sea f : [a,b] — R una funcién con derivada continua tal que f(a) = f(b) =0y fa]’ f?(x)dx = 1. Demues-
tre que [ xf(x)f(x)dx = -1

Solucion. Integrando por partes obtenemos lo siguiente,

b b
[ e @ax=3020)-ar@ -5 [ Fod= -

Demuestre que

lim

n—yoo pntl

(nn+l+(n+1)n)" .

— | =e".

Solucién. Primero, recordamos que 1im,_,«(1+1/n)" = e. Luego existe ny € N tal que para todo n > ny,
e—e<(l+1/n)" <e+e.

Como f(x) = (1 +x/n)" cumple que f'(x) = (14 x/n)"~! > 0 para todo x > 0, entonces tenemos que

<1+en£>n< (1+(l+i/n)n>n< (1+e:8)n,

para todo n > ng. Por tltimo tomando el 1imite para € — 0 se concluye por el Teorema del Sandwich que

(n"*‘ +(n+1>")":ee

nht+1

lim
n—oo

Sean p,q € N tales que % + é = 1. Demuestre que si f, g : [a,b] — R son funciones integrables entonces

< ([ 1reopar) " ([ 1storas) "

Solucion. Primero recordamos la Desigualdad de Young. Sean p,q > 1y a,b>O0talesque 1/p+1/g=1,
entonces

[ regstos

a? bl
ab< —+—.
J 2

En efecto, como log es una funcién céncava, seat = 1/py 1 —¢ = 1/g entonces
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65.

P e
log(ab) =tlog(a”) + (1 —1)log(b?) <log(ta” + (1 —t)b?) = log <a + >
P q
Usando la funcién exponencial se obtiene la desiguadad. Ahora procedemos a probar la Desigualdad de
Holder. Sean xy,...,%;,y1,...,yn € Ry p,g > 1 tales que 1/p+ 1/q = 1, entonces

n n 1/17 n 1/!1
Y o] < (Z xk|p> <Z |Yk|q) -
k=1 k=1 k=1
Procedemos a usar la notacién ||x||, := (X4, [xx|P)!/?. Por la desigualdad de Young,

L

i |” li\ xy|

| X h 1 XVl < el el 1
|1l 1p qk:1|b’||q J

1
ellolblle = & Tl Thlly =

Q

Por lo tanto | Y7 xeyi| < [1x]]|[yllg-

Procedemos a probar la desigualdad pedida. Consideramos la particién P,, dada por xo < ... < x, que
divide a [a,b] en n intervalos de igual largo y con X; € [x;_1,xx] para cada k. Por la desigualdad de
Holder,

n 1/p n 1/q
Y (o) (x) <Zka > (Zg(xk)q) :
k=1 k=1
Luego, multiplicando por b —a/n y usando 1/p+ 1/g = 1, entonces

) we (£ ) (£ )

k=1 k=1

Como f, g, fg son integrables, entonces cuando » tiende a infinito obtenemos el resultado.
Sea f : [a,b] — R una funcién continua y positiva, y sea M su valor maximo. Demuestre que

b

M= lim {| [ (f(x))"dx.

n—o0 a

Solucion. Por el Teorema del Valor Medio, existe ¢ € (a,b) con

| [y = Yo arer = vo-are.
Por lo tanto,

timsup {/ [ (£(x))" = f(c) <M.

n—yoo Ja

Por otra parte, si 0 < J < M, entonces existe xo tal que f(xp) > J y, mds aun, existe un intervalo I que
contiene a xg y f(x) > J para todo x € I. Asi,

hmmfﬂ ))"dx > liminf { f( ))”dx > liminf{/1(1)J" = J.
n—soo n—soo n—soo

Como J < M es arbitrario, el limite inferior del lado izquierdo es mayor o igual a M y se tiene

y b
M < liminf { ))tdx <limsup ([ [ (f(x))"dx <M,
n—soo N—s00 a
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66.

67.

68.

que es el resultado deseado.

Demuestre que si f : [a,b] — R es una funcién integrable entonces

/bf(x)dx: lim if(aﬂk—a)b_“) b-a
a =1

n n

donde oo = 0 o bien & = 1/2 (dependiendo si escojemos la definicién de N. Wiener o la de K. Menger).
Demuestre que si g : [0,1] — R es la funcién caracteristica de los ndmeros racionales el limite existe
(atin cuando g no es Riemann integrable). Ver [19].

Solucion. En el limite anterior aparece una suma de Riemann, la que envia la norma de la particién a
cero cuando n — oo. Como sabemos que f es integrable, entonces es claro que el limite corresponde a
la integral pedida. Para la funcidn caracteristica de los racionales en [0, 1] tenemos que a =0y b = 1.
Ademas como estamos considerando a « racional, entonces todos los nimeros de la forma

(a_’_(k_a)b—a)b—a’

n n

son racionales y por ende en tales puntos la funcion vale siempre 0. Por esto si definieramos las funcio-
nes integrables como las que hacen que este limite converge, entonces la funcién caracteristica de los
racionales en [0, 1] serfa integrable.

Sean € N con n > 3. Definimos

K]: CEEIEY .
' 3log3+ +nlogn

Demuestre que el siguiente limite existe lim,,—,. (K,, — loglogn).

Solucion. Sea f(x) = ggx una funcién decreciente en [3,00). Definimos A, := K, — 3’

dx
Tlogx* Como

"N d
/ a =loglogn —loglog3,
J3 xlogx

basta probar que (A,) converge. Para k > 3, al ser f decreciente, f(k+ 1) < kkH f(x)dx < f(k). Luego

n+1
Anp1 — A, :f(n+1)—/ Fx)dx <0,

asi que (A,) es decreciente. Ademds, [3 f(x)dx < Y3=3 f(k), por lo tanto

Asi, (A,) es decreciente y acotada inferiormente, luego converge. Como K, —loglogn = A,, —loglog 3,
también converge. Por consiguiente, el limite existe.

El siguiente resultado puede encontrarse en [5]. Demuestre que existe una funcién f(x,t) definida para
t >0 tal que [y f(x,¢)dt converge uniformemente en x > 0, ademds [, |f(x,?)|dt converge en x > 0,
pero la convergencia de la dltima integral no es uniforme.

Solucion. Iniciamos probando un lema previo. Sea / una funcién positiva y decreciente en [0,0) y sea g
la funcién definida por:
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(x) = 1 si2k <x<2k+1 para k=0,1,..
EWT1 -1 si2k—1<x<2k para k=102,..

)

Suponemos que [a,b] C [0,0). Entonces existe ¢ € [a,b] tal que

/a " h(t)e(t)dt = h(a) / “et)d.

Demostracion del lema: Si h(a) = 0, como h es positiva y decreciente, entonces /() = 0 en todo [a,b] y
el resultado es trivial. Asumimos %(a) > 0. Sea

b X
A = Ja DBl hg()f)(t)d’ y G = [ s

Como g es integrable en todo intervalo [a,b], G es continua. Al ser G continua, alcanza su maximo y
minimo; asi, basta probar que

min G(x) <A < méax G(x),

x€la,b] x€la,b)
para obtener lo pedido, esto debido al Teorema del Valor Intermedio aplicado a la funcién G. Diremos
que los intervalos de la forma [2k,2k+ 1) son pares y el resto impares. Es ficil notar que si a = b el
resultado es trivial, por ende asumiremos que a # b.

Consideremos el caso cuando a estd en un intervalo par. Definimos a¢* como el menor natural que es
mayor aa'y d = a* —a. Por la definicién de g y por ser h decreciente,

b
—(1—dh(a*) < / h(1)g(t)dt < dh(a).

Ademds, como —h(a*) > —h(a), entonces
b
(—1+d)h(a) < / h(1)g(t)dt < dh(a),
a

yasi —1+d <A <d.SiG alcanza los valores (d — 1) y d en el intervalo [a, b], entonces queda probado.
Ahora consideramos los casos cuando méx,c(q ) G(x) < d o min |, 5 G(x) > —1+d.

Sea b* =a*+ 1. Si b > b*, entonces G alcanza tanto a d — 1 como a d en b* y a* respectivamente. Por
esto consideramos el caso cuando b € (a,b"). Asumimos que miXx [, G(x) = D con 0 < D < d; en
este caso b < a*, yaque G(a*) =d y parab > a*, D = d (a la derecha de a*, g es negativa). Vemos que
b—a= Dy esto implica que fabh(t)g(t)dt < Dh(a),oseaA <D.

Ahora si minyc[, ;) G(x) = D con d — 1 < D < 0, entonces b € (a*,b*) y si @ = a* +d, se tiene que
b—a=—D. Porlo tanto [’ h(t)g(t)dt > Dh(a) y asi A > D.

Si se alcanza d — 1, pero D < d, entonces d —1 < A < D. De la misma manera, si se alcanzaba d y
D >d—1, entonces D < A < d. Por tltimo, si D < d y D > d — 1, entonces D < A < D. Por lo tanto,
siempre se cumple que
min G(x) <A < méix G(x),
x€la,b] x€la,b)
de donde concluimos. Para el caso en que a estd en un intervalo impar, consideramos —g en vez de g y
analogamente obtenemos el mismo resultado.
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69.

70.

Continuacion de la solucion principal: Definimos la funcion f(x,1) = "> &(t). Fijado x > 0, la funcién
h(t) = 5> es claramente positiva y decreciente respecto a ¢ parat > 0. Para 0 < a < b, usando el lema

anterior,
b x x c
——g(t)dt = ——= t)dt
| amsdi= 51— [ 50

(Para x = 0 la integral es trivialmente 0). Por la definicién de g se sabe que | [ g(¢)dr| <1y asi

2+t

’/ x2+t2g ’ x2+a2

e iaz < i, entonces para a suficientemente grande (independiente

by .
——o()dt
/a x2+t2g( )

y asi, por el Criterio de Cauchy, [ f(x,t)dt converge uniformemente en x > 0.

Como para todo x > 0 se cumple que
de x),

<e

Por otra parte, definimos la integral absoluta:

o |y S
Fix):= [ |5 = ———adr
(%) ./0 x2+t2g(r) dt ./0 x2+,2dt

Evaluando, obtenemos F(0) = 0, y para x > 0,

M
1
F(x) = lim arctan (7) =T
M—so0 x/ o 2

Esto significa que el limite F(x) no es continuo en x = 0. Como las funciones integrando son continuas
en x pero la funcién limite no lo es, concluimos que la convergencia de la tltima integral no es uniforme.

/wa(x)dx

donde la funcién f se define para x € [n— 1,n) como f(x) =

Determine la convergencia de

(71)n+1

Solucion. Sea k € (0,00). Existe n € N tal que n — 1 < k < n. Como la funcién f es constante en el
intervalo [n— 1,n), la integral I = [¥ f(x)dx posee un valor entre I, | = [ ' f(x)dx y I, = []' f(x)dx
(si n es par entonces I, < I < I,_1, si n es impar entonces I,_; < I < 1,). Denotemos por S la suma de

la serie
{ 1+1 1+
2 3 4 7

Para todo entero positivo n tenemos que

/f w—/f M+/f )dx+ - +/ fzu—um+ (U”ﬂ

Ademds, como {I,}, converge, de hecho es condicionalmente convergente, entonces se puede probar
que limy_,.. I; también converge. Por lo tanto la integral pedida converge. Sin embargo fév |f(x)]dx =
1+3+14-+ L Porlotanto [ |f(x)|dx diverge.

Sea f : (0,1] — R una funcién tal que
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. I 1
xX)=a, six€|-—-—
£x) = an (Hl,n]
donde (a,), es una sucesion real (no necesariamente acotada). Demuestre que si las siguientes sumas de

Riemann
n

Z Sf(k/n),

convergen cuando n — co entonces la integral (impropia) fo f(x)dx converge al mismo limite, (ver [2, 18]
para la demostracién y la relacion de este resultado con el Teorema de los Numeros Primos).

Solucion. Como una gran parte de los teoremas que dicen algo acerca de la densidad de los nimeros
primos, esta demostracion recae en una estimacion para una suma que involucra la funcién de Mdobius.
Recuerde que pt : N — {—1,0,1} es tal que u(1) =1, u(n) = (—1)" cuando n es producto de r primos
distintos, y cero en cualquier otro caso. El teorema que necesitamos es el siguiente.

k;vuik) :0(10;1\’)'

En particular, de este teorema se tiene que imy oo Y g <y ,(( L =0.Alo largo de la demostracién también

1
necesitaremos usar que limy e Y 4<ny M = —1; su demostracién es mds bien elemental (usando
férmulas de inversion como la expuesta en el parrafo siguiente) y se deja al lector.

Teorema de Landau:

Sea

g(0)=f(1/x) 'y Glx):=) glx/k)=Y f(k/x).

k<x k<x

Por la segunda férmula de inversién de Mobius,

=Y u(k)G(t/k),

k<t

donde u corresponde a la funcién de Mobius. Vemos que esto se cumple ya que

ZG(t/s)[.L Z Z g(t/(sk)) ZZg t/h)u

s<t s<tk<t/s h<t s|h

donde en la dltima igualdad definimos & := st y observamos que la dnica relacién entre 4 y s es que s|h.
Finalmente la suma queda

Y Y s(t/mu(s) =Y g(t/h)Y uls)

h<t s|h h<t slh

ya que ¥ f(s) = 0 parah # 1.
Considerando 0 < € < 1,

[ s [ s [ 0am [ pwouma= 3 [ OGN,

k<t k<l/e

donde, como el intervalo de integracion estd acotado por 1/€, la suma también lo estd. Note que G(x) =
G([x]), ya que f(k/x) = f(k/[x]), entonces
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y asi

lim

X—yo X n—)oo nf

De esta forma, llamando L := lim,, . - Y'%_, f(k/n), obtenemos G(x) = Lx+x¢ (x) para una funcién ¢
tal que ¢ (s) — O cuando s — oo.

Manipulando la expresion previamente obtenida,

[ egae= ¥ O R Gp0Lae w BB K Ly BB gm0

k<l/e k<l/e k<l/e

la segunda igualdad es porque G(z/k) = G([t /k]) = 0 parat < k. Definiendo S(1/¢) : Zk<1/8 ulb) ]/8 a
nos queda la expresién:

/f )dx = LS(1/€) +k<21/6” / o /k

Usando que |, /e a

(e) Zu lokg = ZN T (log(]l/ )>log 7€) Zu e

k<l/e k<l/e k<l/e

=log(1/e) —log(k) obtenemos

Por ultimo, cuando € — 0T (recordar las férmulas presentadas al comienzo de la solucién)

1 “ 1/€
/(Hf( Ndx="L+ lim Y k ¢t/k)

E0T T

Sea Ay == Yy<n % f,quﬁ(t/k)%dt. Finalmente, observamos que Ay = o(S(NN)) y por tanto el limite de
la derecha es cero. Se concluye que nuestra integral impropia vale L.

Por dltimo, destacamos que tal como aparece en los articulos citados, este resultado puede ser usado en
la demostracién del Teorema de los Nimeros Primos. Para dar una idea de esto enunciaré un teorema
que se prueba de manera similar al argumento seguido arriba.

Teorema: Sea f una funcién real integrable en [8, 1] para todo & > 0. Si se tiene que 82,[(1:/‘19] f(ke) con-
verge cuando € — 0, entonces la integral impropia fol f(t)dt converge al mismo valor.

Consideremos la funcién y(x) = ¥ ,n<,log(p) donde la suma corre sobre los primos p y n es un ex-

ponente natural. Se puede probar que el Teorema de los Numeros Primos equivale a probar el limite

M

limy e = 1. En el intento de probar este limite podemos definir f(x) := y(1/x) —1/x y verificar

usando el criterio presentado arriba como teorema que fo f(£)dt converge; esto a su vez nos dice que
w(1/x) —1/x=o0(1/x) cuando x — 0%, que es justamente lo buscado. La idea de usar la funcién y para
probar estos teoremas de distribucién asintética de los nimeros primos viene ya de los trabajos de Hada-
mard y de La Vallée-Poussin, quienes por métodos analiticos (mds duros que los que hicimos nosotros,
donde ademds asumimos el Teorema de Landau, altamente no trivial) prueban el teorema alrededor de
1896. Ciertamente, en la actualidad se conoce una amplia gama de demostraciones; estas pueden invo-
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71.

72.

73.

74.

lucrar la funcién zeta de Riemann (donde los métodos son ciertamente con andlisis complejo), y otras
involucran andlisis armdnico.

Demuestre que si f : [a,+o0) — R es una funcién continua tal que [ |f(x)|dx converge entonces
I f(x)dx converge.

Solucion. Considere las funciones g,/ : [a,+e0) — R definidas por

_ &) siflx) =0
8lx) = {0 si f(x) <0

) —=fx) sif(x) <0
h(x){o si f(x) >0

Luego
1
f=g=h |fl=g+h  g=35(f1+/), (If\ 1)

En particular las funciones |f]|, g,k son continuas y por lo tanto integrables en todo intervalo cerrado y
acotado contenido en [a,0). Como g y h son funciones positivas tales que 0 < g(x) < |f(x)], 0 < h(x) <
|f(x)], se sigue por el Criterio de Comparacién que [, g(x)dx y [ h(x)dx convergen. Asi para todo

N>a. N N N
/a f(x)dx:/a g(x)dx—/a h(x)dx

Tomando limite con N tendiendo a infinito obtenemos que [ f(x)dx converge y que

/:f(x)dx = /awg(x)dx— /:h(x)dx

Demuestre que [} £%*dx converge.

\S) \

|cosx| < 1

Solucion. Como |cosx| < 1 tenemos que . Ademds recordamos que la integral [;” X%dx con-

verge. Luego, por el Criterio de Comparacién [,° %dx. también converge. Finalmente [;” C?%dx con-
verge por el Ejercicio 72.

Estudie la convergencia de [;° [senx| 4

Solucio’n Sea I = [{° @dx. Para k > 1, si x € [km, (k+ 1)n], entonces x < (k+ 1)7, y por tanto
L

(k+1) . Luego
(k+1)m 1 (k+1)m
/ | sen| dx> —— / | senx|dx.
Jkm X (k+ 1) Jin
Como fk(;; " |senx|dx = 2, se obtiene fkkH 4 ‘Se"x‘ dx (k+l) . Por lo tanto,

> |senx]| d 2
dx> ) ——— = oo,
/ X *k; (k+1)m

T
. oo |senx| p
Asi, [ =~ dx diverge.
Sean n,m € R™. Demuestre que la siguiente integral converge fol K11 —x)" .

Solucion. Notemos que,
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1 1/2 1
/ xmfl(l—x)"fldx:/ xmfl(l—x)”fldx—&—/ X" (1 —x)"dx.
0 0 J1/2

En primer lugar estudiaremos la convergencia de fol /2 =1 (1—x)""'dx. Sim— 1> 0 entonces la integral
converge. Por otra parte si m € (0,1) tenemos que

1/2 1/2
/ xmfl(l—x)"fldxg/ X" .
0 0

y jbl/ 2 X" 1dx < oo de donde se tiene la convergencia. De la misma manera, si n — 1 > 0 entonces la
integral fll/zxm’l (1 —x)"~'dx converge. Por otra parte si n € (0, 1) tenemos que

1

1
/xm_l(l—x)"_ldxg/ (1—x)" ldx
1/2

1/2
y fll/z(l —x)"~1dx < o0. De donde se deduce la convergencia de fll/z K1 —x)"dx.
75. Sean € Z. Estudie la convergencia de la integral [;°x" e "dx.

Solucion. Sea I, = [ x"~le=*dx con n € 7. Estudiamos la integral separdndola en
o1 o)
I, = / x’l*le*xdx—&—/ X le ™ dx.
Jo 1
Primero, en [1,), la exponencial domina a cualquier potencia. Esto se puede probar usando el Criterio
de Comparacién para n < 0y L’Hopital para n > 0. Por lo tanto, [;° x"~le=*dx converge para todo n € Z.

Ahora estudiamos el comportamiento cerca de 0. Como lim,_,;+ e = 1, se tiene que x"~'e* es com-
parable a x"~! cuando x — 0. Por el Criterio de Comparacién el limite fol x"~le™ dx converge si y solo

si fol x"~!dx converge. Pero [01 X"~ dx converge siy solo sin— 1> —1, es decir, si y solo si n > 0. Co-
mo n € Z, esto equivale an > 1. Por lo tanto, [, x"~1e=* dx converge si y solosin > 1,y diverge sin < 0.

76. Demuestre que foﬂﬂ log(senx)dx = —7Z log2.

Solucion. Sea I = fon/ 2 log(senx)dx. Haciendo el cambio de variable u = 7/2 — x obtenemos

/2 /2 T /2
/ logcosxdx = / logsen (5 —x) dx = / logsenudu = 1.
0 0 0

Sumando ambas expresiones,

/2 /2 2 /2
2= / log(senxcosx)dx = / log (seg x) dx = / log(sen2x)dx — glogZ.
0 0 0

Ademds, por el cambio de variable u = 2x,

/2 1 /7 /2
/ log(sen2x)dx = 5/ log(senu)du = / log(senu)du, (4.4)
0 0 0

donde la segunda igualdad se sigue por simetria. Por lo tanto, 21 = I — glog 2. De aqui se obtiene lo
pedido.

77. Demuestre que
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T nz

/ xlog(senx)dx = 5 log?2.

0

Solucion. Seal = [ xlog(sinx)dx. Por el cambio de variable x — 7 —x, y usando que sin(7 —x) = sinx,
obtenemos / = [ (7 — x)log(sinx) dx. Sumando ambas expresiones,

T /3
2= / mlog(sinx)dx = 7'[/ log(sinx)dx.
0 0

Po el ejercicio anterior [ log(sinx)dx = —mlog2, luego 21 = —n?log2. Por lo tanto [ = 7%2 log2.

78. Suponga que f, g : [a,+o) — R son dos funciones positivas y acotadas tales que existe k € R para el

cual
tim L g
X—>+o0 g(x)

Pruebe que [, f(x)dx converge si y sélo si [, g(x)dx converge.

Solucion. Suponemos primero que | a+°° g(x)dx converge. Por definicién de limite, existe M > a > 0 tal
que si x > M entonces f(x)/g(x) < 2k. Por lo tanto

flx)dx < Zk/ g(x)dx < Zk/ g(x)dx.
JM JM a

Luego si [y; g(x)dx converge entonces [y; f(x)dx también converge. Ademds [ f(x)dx es un nimero
positivo, luego [**° f(x)dx también converge.

Ahora suponemos que || a+°° f(x)dx converge. Por definicién de limite, existe N > 0 tal que parax > N > a
se tiene f(x)/g(x) > k/2. Por lo tanto

k/ g(x)dx < 2/ Sx)dx < 2/ f(x)dx.
N N a
Luego se concluye argumentando como en el caso anterior.

79. Demuestre que si f(x) es una funcién nonegativa y no creciente tal que [.” f(x)dx converge, entonces
lim,_,. xf (x) = 0. Este resultado fue obtenido por Norris en [14].

Solucion. Como [;° f(x)dx converge tenemos por el Criterio de Cauchy que para todo € > 0 existe M > 0
tal que si u,v > M, entonces | [’ f(x)dx| < €. Por lo tanto, 1im, s« | [* f(x)dx| = 0. Como f es no
creciente, para u > 0, tenemos que 0 < uf(2u) < juz" f(x)dx. Luego limy_,e uf (2u) = 0. Reemplazando
x =2u,
. cox Lo
0= Mlgrolouf(2u) = )}gzlo Ef(x) =3 lim xf(x).

X—ro

Con esto concluimos que lim,_,.xf(x) = 0. Bajo las hipétesis del ejercicio tenemos que lim,_,o f(x) =0
(como la funcién es monétona, caso contrario la integral no seria convergente). Lo que hemos probado
es que la velocidad con que la funcién converge a cero en infinito es mas rapida que la velocidad con
que la identidad crece a infinito.

80. La transformada de Laplace de una funcién F : [0,+o0) — R se define como funcién de s dada por

ZL(F)(s):= /000 e F (x)dx,
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para los valores de s en los cuales la integral converge. Esta transformacion es andloga a las series de
potencias y se utiliza para resolver ecuaciones diferenciales.

a) Demuestre que si s > a entonces .% (e%) = — y #(cos(ax)) = =
b) Sea F : [0,+o) — R una funcién diferenciable. Suponiendo que limy;_, ;e ¥ F (M) = 0 para todo

s, demuestre que

L(F'(x)) = sZL(F(x)) — F(0).

¢) Sea F : [0,+o0) — R una funcién dos veces diferenciable. Suponiendo que limy; ;e *¥F(M) =0
para todo s, demuestre que

ZL(F"(x)) = 2L (F(x)) —sF(0) — F'(0).
d) Aplicando la transformada de Laplace, determine F de modo tal que F”(x) + F (x) = x donde F(0) =0
y F'(0) = 2. Ayuda: £ (x) = 1/s* y ZL(senx) = 1/(s* +1).

Solucion:

a) Como s —a > 0, tenemos

o 00 1 . 7(sfa)M 1
L") = / e ZePdx z/ ¢~ = gx = lim ¢ = .
0 0 M—o0 Ss—a sS—a
Por otra parte
© . e *(asen(ax) — scos(ax)) M s
% = [ e cos(ardx = | = .
(cos(ax)) ) © cos(ax)dx Jim PR Nl s

b) Integrando por partes, haciendo u(x) = F(x) y dv(x) = e, obtenemos

.i”(F(x))Z/Owe"“F(x)dx:A}fm <_F(x)eu))”:_/0w ﬂF’(x)dx:_@—k%.ﬁf(F'(x)).

s . —s —s

De donde se tiene el resultado.
¢) Tenemos

ZL(F"(x)) =sZL(F'(x)) = F'(0) = s (sZ(F (x)) - F(0)) = F'(0)
= 5> Z(F(x)) —sF(0) — F'(0).

d) Aplicando la transformada de Laplace a la ecuacién tenemos que .2 (F” (x) + F (x)) = Z(x) = 1/s%.
Por otra parte, como

ZL(F"(x)+F(x)) = Z(F"(x)) + Z(F (x)),

se tiene

25+ 1 1 1

LEN =gy =2t e

Como .Z(x) = 1/s> y Z(senx) = 1/(s* + 1), se tiene que .Z(x + senx) = sLZ + 523_1 . Por lo tanto una
solucién de la ecuacién viene dada por F(x) = x + senx.
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81.

82.

El siguiente resultado aparece en [10]. Nos entrega condiciones para que el estudio de las integrales
impropias tenga propiedades similares al estudio de series. Suponga que [,° f(x)dx converge. Demuestre
que limy_. f(x) = 0si y sélo si

lim lim sup{|f(t;) — f(t2)| : t1,02 > 1o, |t — 12| < 6} =0.

6—=0107%° ¢ 1y

Solucion. Silim,_,.. f(t) = 0, entonces para todo € > 0 existe 7y tal que | f(¢)| < €/2 parat > ty. Asi para
t1,t > to se cumple que

[f(0) = fR) < [f()[+1f ()] <e.

Con esto basta considerar #y suficientemente grande para que se satisfasga lo pedido.

Suponemos ahora que el limite del enunciado es cero. Por contradiccién asumimos que 1im;_,o f(7) #
0, y luego existe b > 0y (x,)qen tendiendo a infinito tal que Vn € N f(x,) < —b o bien f(x,) > b.
Consideraremos solo el caso en que f(x,) > b, el otro es andlogo. Por hipétesis existe  y fo de modo
que |f(t1)— f(r)| <b/2paraty,tr > 19y |ty — 12| < 8. Ademds como [° f(r)dt converge, por el Criterio
de Cauchy existe R >ty de modo que para P > Q > R,

’/pr(t)dt

Luego considerando N € N tal que xy > R+ 0, entonces f(¢) > b/2 para xy — 6 <t < xy+ 8, ya que
ay — 6 > R > fy. Ademdas como xy — & > R podemos ocupar el Criterio de Cauchy como ya se menciond.

Sin embargo,
ay+06
[ rtay
aN—6

lo que contradice el Criterio de Cauchy, con esto obtenemos la deseada contradiccion.

< bé.

> (b/2)(28) = b9,

Demuestre que si f : [a,o0) — R es una funcién continua tal que [;° f(x)dx converge entonces limy_c f(x)
0 siy sélo si f es uniformemente continua. Ver [10].

Solucion. Supongamos primero que lim,_,. f(x) = 0. Sea € > 0. Existe M > a tal que si x > M, entonces
|f(x)| < 5. Como f es continua en el compacto [a,M + 1], es uniformemente continua en [a, M + 1]. Por
tanto, existe 8; > 0 tal que si x,y € [a,M + 1] y |[x—y| < 1, entonces |f(x) — f(¥)| < €. Tomamos
6 =min{d;,1}. Six,y € [a,o0) y |x—y| < 8, entonces, o bien ambos estdn en [a,M + 1], y ya tenemos
la desigualdad, o bien ambos son mayores que M. En este tltimo caso,

If @) =< [FOI+ 1) <e.

Asi, f es uniformemente continua.

Reciprocamente, supongamos que f es uniformemente continua. Queremos probar que f(x) — 0. Su-
pongamos que no. Entonces existen & > 0 y una sucesién x, — oo tales que |f (xn)| > &. Por con-
tinuidad uniforme, existe § > 0 tal que si [x—y| < &, entonces |f(x) — f(y)| < 2. Luego, para todo

X € [Xp, X0+ g], se tiene [ f(x)| > 2y f(x) conserva el mismo signo que f(x,). Por tanto,

Xn+06/2 & S 805
‘/xn f(x)dx‘ > E 5 T

Pero como la integral impropia converge, por el Criterio de Cauchy, las integrales sobre intervalos sufi-
cientemente alejados deben ser arbitrariamente pequefas. En particular, para n grande,

Xn+6/2
/ 70 dx' < ?,

n
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83.

84.

85.

lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, limy_e. f(x) = 0.

Sea f : [a,o0) — R, una funcién dos veces diferenciable. Demuestre que si f y f” son acotadas entonces
también los es f’ (ver [10]).

Solucién. Como fy f” son acotadas, existen constantes A,B > 0 tales que |f(x)| <Ay |f(x)| <B
para todo x € R. Fijemos x € R. Por el Teorema de Taylor, existe & € (x,x+ 1) tal que f(x+h) =

Fx)+hf(x)+ %f”(é). Despejando f’(x) y estimando obtenemos
S+ +If)] | R

7)) < PRI 2 g,

Usando las cotas de f'y f”, se tiene que |f/(x)]| < % + 8. Si B > 0, elegimos i = 2,/A/B. Entonces
|f'(x)| < 2+/AB. Como esta cota no depende de x, concluimos que f’ es acotada. Notamos que si B = 0,
entonces f =0, luego f es una funcién afin, es decir f(x) = ax+ b. Como f es acotada en R, necesa-
riamente a = 0. Por lo tanto f’(x) = 0 para todo x € R, y en particular f” es acotada. En conclusion, si f
y f" son acotadas, entonces f’ también es acotada.

Demuestre que si [~ f(x)2dxy [ f” (x)*dx convergen entonces también converge [~ f'(x)?dx. Ademds
limy o0 () = 0 (ver [10]).

Solucion. Integrando por partes tenemos que
| 105wt = 10 @)~ f@f @~ [0 ar

Como f2 + f> > 2| ff"|, 1a integral del lado izquierdo converge, basta integrar en esta tltima desigual-
dad para verlo. Luego tenemos dos posibilidades o bien [~ f” 2 converge, o tiende a infinito monétona-
mente. Suponiendo que la integral tiende a infinito, entonces f - f/ también lo lo hace por la primera
igualdad. Pero note que esto es imposible ya que si fuera asi como f2 + f2 > 2| ff"|, entonces f> o ">
se va a infinito y por ende la integral de tal funcién serfa divergente y esto nos llevaria a una contradic-
cién. Asi obtenemos que la integral pedida converge y ademads 1im, . f(x)f’(x) también converge.

Por dltimo como 1im, . 2 (x) f/(x) = lim, e (f2)’(x) converge, existe 1o tal que para t > to |(f2) (¢)]
es acotada. Ademds la funcién (f2)’ continua en el compacto [a, 1] alcanza su maximo. Asf la funcién
es acotada en [a, ). Luego tal como vimos en el ejercicio anterior, por el Teorema del Valor Medio f 2
es uniformemente continua ya que su derivada es acotada. Finalmente, por el Ejercicio 83 se tiene que
como f2 es uniformemente continua y su integral converge, entonces lim, .. f>(x) = 0 y por lo tanto
lim,_o0 f(x) = 0 como deseabamos probar.

El siguiente resultado es debido a Sard [17]. Sea & = {#1,12,...} una particién de [a,e°) con puntos
marcados ] € [t;,ti41]. Sea f : [a,e0) — R una funcién no negativa y no creciente tal que [~ f(x)dx
converge. Entonces la suma de Riemann generalizada Y7 | f(¢)(ti+1 —1;) converge a [, f(x)dx cuando
la norma de la particion tiende a cero.

Solucion. Para demostrar esto, probaremos primero una afirmacién mas general. Sea f una funcién
acotada e integrable en [a, t] para todo # > a. Denotemos M; = sup,c(s; j_1 a4 |/(x)|- Supongamos que
Z;":l M < oo. Demostraremos que en este caso la integral impropia I = [° f(x)dx existe, y que el limite
de las sumas de Riemann sobre particiones marcadas converge a I.

Sea &2 una particién marcada con norma A = sup(#;+| — ;). Asumiremos sin pérdida de generalidad
que A < 1. Agruparemos los términos de la suma de Riemann y de la integral en bloques de longitud 1.
Definimos
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a+j
= [ 0y (@)= ¥ ),
ati=l i€u;

donde Uj ={i:a+ j—1<t; <a+ j}. De este modo, la integral se escribe como [ = Y711jylasumade
Riemann como S(&?) = Y7 u;(£”). Como |I;| < M; y la serie de los M; converge, la integral impropia
I estd bien definida y es absolutamente convergente.

Para acotar u;(.%?), notemos que si i € U}, entonces #; € [a+ j— 1,a+ j). Como la norma de la particion
es A <1, el extremo derecho satisface ;.1 <a+ j+A <a+ j+ 1. En consecuencia, el punto marcado ¢
pertenece necesariamente al intervalo [a+ j — 1,a+ j+ 1], lo que implica que | f(#;)| < max(M;,M; ) <
M;+M; . Por otro lado, la suma de las longitudes de los subintervalos en U; no excede la longitud del
intervalo que cubren, la cual es a lo més 1 + A < 2. Por lo tanto,

lui(2) < Y 1FE) (i — 1) < 2(Mj+ M)

iEU_,'

Dado que la serie 27’:1 2(M;+ M) converge por hipétesis y es independiente de la particion 22, el
Test M de Weierstrass nos asegura que la serie de funciones (en el espacio de las particiones) S(2?) =
Yiiu () converge uniformemente respecto a &.

Ademas, por la integrabilidad de f en intervalos finitos, sabemos que para cada j fijo,

a+j
1fm u;( 2 :/ F)dx=1,.
limu(2)= [ pwar=1,
Gracias a la convergencia uniforme garantizada por el Test M, es licito intercambiar el limite (A — 0)
con la suma infinita:

Esto concluye la demostracién del lema general.

Para resolver el problema especifico, observamos que si f es no negativa, no creciente y [ f(x)dx
converge, entonces por el test de la integral para series, la suma Y77 f (a+ j—1) converge. Puesto que
f es no creciente, su supremo en el intervalo [a+ j — 1,a + j] se alcanza en el extremo izquierdo, es
decir, M; = f(a+ j—1). En consecuencia, Z;;l M; < oo, por lo que se satisfacen todas las hipdtesis de
nuestro lema general, quedando asi probado el resultado de Sard.
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