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Capı́tulo 1
Números Reales

Algunos de los siguientes ejercicios aparecen en los textos de Bressoud [3], Hardy [11], Lima [14] y
Pólya y Szegö [13].

1. Demuestre que el ı́nfimo del conjunto

A :=
{
|cosn|

n
: n → N

}
,

es igual a cero.

Solución. Como n > 0 y |cosn|↑ 0 tenemos que cero es cota inferior de A. Además, en virtud de la pro-
piedad Arquimediana, para todo ! > 0 existe n > 1 suficientemente grande tal que 0 ↓ |cosn|

n ↓ 1
n ↓ !.

De donde se obtiene el resultado.

2. Sea a → (0,1). Demuestre que el ı́nfimo del conjunto

A := {an : n → N} ,

es igual a cero.

Solución. Como a > 0 se tiene que cero es cota inferior de A. Por definición debemos probar que para
todo ! > 0 existe n0 → N tal que an0 < ! . En lugar de eso, probaremos, equivalentemente, que para todo
! > 0 existe n0 → N tal que 1

! < 1
an0 . Sea x > 0 tal que 1

a = x+ 1. Usamos aqui que a → (0,1). Por la
desigualdad de Bernoulli obtenemos a↔n = (x+1)n ↑ 1+nx. Por tanto la sucesión (1/an)n no es acotada
superiormente de donde se obtiene el resultado.

3. Determine el ı́nfimo y el supremo del conjunto

A :=
{

mn
1+m+n

: m,n → N
}
.

Solución. Vamos a probar que ı́nfA= 1
3 . Notemos que si m = n = 1 entonces mn

1+m+n = 1
3 . La expresión

que define el conjunto A, vista como sucesión, es creciente tanto en m como en n. Dado que la expresión
mn

1+m+n es simétrica en m y n, basta probar esta afirmación en términos de m. En efecto, para todo m,
n → N se tiene que

(2+m+n)m < (m+1)(1+m+n) ↗ mn
1+m+n

<
(m+1)n

1+(m+1)+n
.

1
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Por lo tanto el ı́nfimo de A se alcanza cuando m = n = 1. Por otra parte, vamos a probar que supA =+!,
en el sentido de que A no es acotado superiormente. Considerando m = n, obtenemos mn

1+m+n = m2

1+2m .
Como m2

1+2m ↑ m
3 , el resultado se obtiene notando que la sucesión (m/3)m no es acotada superiormente.

4. Determine el ı́nfimo y el supremo del conjunto

A :=
{

m
|m|+n

: m → Z y n → N
}
.

Solución. Primero, notamos que el conjunto A esta acotado inferiormente por x = ↔1 y superiormente
por x = 1. En efecto, para todo m → Z y n → N, se tiene |m|

|m|+n < 1. A continuación probaremos que
ı́nfA = ↔1. Sean ! > 0 y fijemos n = 1. Por la propiedad Arquimediana existe m → Z negativo tal que

1
|m|+1 ↓ ! . Por lo tanto, para todo ! > 0 existe m → Z tal que

1+
m

|m|+1
=

1+m+ |m|
|m|+1

=
1

|m|+1
< !.

Es decir, existe m → Z tal que ↔1 < m
|m|+1 <↔1+ !. Por lo tanto ı́nfA =↔1. Por otra parte, probaremos

que supA = 1. Para esto fijamos nuevamenente n = 1. Por la propiedad Arquimediana existe m → Z
positivo tal que

1↔ m
|m|+1

=
1

|m|+1
↓ !.

Por lo tanto, obtenemos que para todo ! > 0 existe m → Z tal que 1↔! < m
|m|+1 < 1. Por tanto supA = 1.

5. Determine el ı́nfimo y el supremo del conjunto

A :=
{

mn
4m2 +n2 : m, n → N

}
.

Solución. Primero probamos que ı́nfA = 0. Para esto fijamos n = 1, y notamos que m
4m2+1 < 1

4m < 1
m .

Luego, por la propiedad Arquimediana existe m →N suficientemente grande tal que 1
m < ! de donde con-

cluı́mos. Finalmente probamos que supA = 1
4 . Por la desigualdad aritmética-geométrica, mn

4m2+n2 ↓ 1
4 . Y

además la igualdad se alcanza cuando 4m2 = n2, es decir, cuando 2m = n. Por último basta considerar
n = 2 y m = 1 para probar el resultado.

6. Sean A,B ↘ R dos subconjuntos no vacı́os y acotados de números positivos. Definimos el conjunto

AB := {xy : x → A, y → B} .

Demuestre que AB es un conjunto acotado y determine el supremo de AB.

Solución. Como A y B son conjuntos no vacı́os y acotados, ambos poseen un supremo. Por ende, para
todo x → A e y → B se tiene 0 ↓ xy ↓ supA · supB. En particular, el conjunto AB es acotado. Probaremos
ahora que supAB = supA · supB. Sea c → R+ una cota superior del conjunto AB. Fijando y → B se tiene
que

xy ↓ c ↗ x ↓ c
y

↗ supA ↓ c
y

↗ y ↓ c
supA

,

donde hemos usado que y > 0, la definición de supA, y que supA ≃= 0. Y como y → B es un elemento
arbitrario, se tiene que

y ↓ c
supA

↗ supB ↓ c
supA

↗ supA · supB ↓ c,
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donde hemos usado la definición de supB. Por tanto, se obtiene el resultado.

La siguiente es otra forma de probar que supAB = supA · supB. Sea ! > 0 tal que

0 < supA↔ !
supA+ supB

, 0 < supB↔ !
supA+ supB

, (1.1)

donde estamos usando que supA+ supB > 0. De la definición de supremo existen x → A e y → B tales
que

supA↔ !
supA+ supB

< x ↓ supA, supB↔ !
supA+ supB

< y ↓ supB, (1.2)

donde usamos que supA+ supB > 0. Multiplicando estas ecuaciones obtenemos
(

supA↔ !
supA+ supB

)(
supB↔ !

supA+ supB

)

= supAsupB↔ !
supA+ supB

(supA+ supB)+
!2

(supA+ supB)2 ↓ xy ↓ supAsupB.

Por lo tanto,
supAsupB↔ ! < xy ↓ supAsupB. (1.3)

Ası́ supAB = supAsupB.

Nota: Hemos probado la afirmación (1.3) para todo ! > 0 que satisface (1.1). Sin embargo, si conside-
ramos ! ⇐ > 0 tal que no se cumple (1.1) existe 0 < ! < ! ⇐ que satisface (1.1). Basta entonces, probar el
resultado bajo la hipótesis (1.1).

7. Dadas dos funciones f ,g : [0,1] ⇒⇑R acotadas, demuestre que el producto f ·g : [0,1]⇑R es una función
acotada. Suponiendo además que ambas son funciones no negativas, demuestre que

sup( f ·g)↓ sup f supg y ı́nf( f ·g)↑ ı́nf f ı́nfg.

Solución. Como las funciones f y g son acotadas, existen M, N →R+ tales que para todo x→ [0,1] se tiene
| f (x)| < M y |g(x)| < N. Multiplicando estas desigualdades obtenemos que |( f · g)(x)| = | f (x)g(x)| <
MN para todo x → [0,1]. Es decir, ( f ·g)(x) es una función acotada.
Además, si f y g son no negativas, tenemos que

0 ↓ ı́nf f ↓ f (x)↓ sup f , 0 ↓ ı́nfg ↓ g(x)↓ supg.

Multiplicando estas desigualdades obtenemos que

0 ↓ ı́nfg · ı́nf f ↓ g(x) f (x)↓ sup f · supg.

Por ende ı́nfg · ı́nf f y supg · sup f son cotas inferior y superior de ( f ·g), respectivamente. El resultado
se obtiene por definición.

El siguiente ejemplo muestra que la no negatividad de las funciones es necesaria para el resultado. Sea
f : [0,1]⇑ R definida por f (x) = x↔2. Como la función es una traslación, es fácil ver que f ([0,1]) =
[↔2,↔1]. Además ( f · f )([0,1]) = [1,4]. Sin embargo se tiene

4 = sup( f · f )↑ (sup f )2 = 1 y 4 = (ı́nf f )2 ↑ ı́nf( f · f ) = 1.

8. Sea f una función positiva y acotada superiormente demuestre que
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sup( f 2) = (sup f )2.

Solución. Como f es una función acotada y positiva se tiene que sup f ↑ f (x) y por tanto (sup f )2 ↑
f (x)2. Hemos usamos aqui que la función x ⇒⇑ x2 es creciente en el intervalo [0,+!). Ası́, (sup f )2 es
cota superior de f 2. Además, si c → [0,+!) es cota superior de f 2 entonces para todo x se tiene que

c ↑ f (x)2 ↗
⇓

c ↑ f (x) ↗
⇓

c ↑ sup f ↗ c ↑ (sup f )2.

De donde se tiene el resultado.

9. De un ejemplo de una función acotada que no alcanza su supremo.

Solución. Sea f : (0,1)⇑ R definida por f (x) = x. Por definición, se tiene que f ((0,1)) = (0,1), y por
tanto f es acotada. Sin embargo, como (0,1) es un intervalo abierto, la función f no alcanza su supremo.

10. Demuestre que si A, B ↘ R son dos conjuntos acotados tales que para todo s → A y S → B se tiene que
s ↓ S, entonces supA = ı́nfB si y sólo si para todo ! > 0 existen x0 → A e y0 → B tales que y0 ↔ x0 < !.

Solución. En primer lugar, probaremos que si sup A = inf B entonces, para todo ! > 0 existen x0 → A e
y0 → B tales que y0 ↔ x0 < ! . Por definición de supA e ı́nfB, existen x0 → A e y0 → B tales que

supA↔ !
2
< x0, y0 < ı́nfB+

!
2
.

Sumando ambas desigualdades, como sup A = inf B, se obtiene que

supA↔ !
2
+ y0 < x0 + ı́nfB+

!
2

↗ y0 ↔ x0 < !.

Ahora probaremos que si para todo ! > 0 existen x0 → A e y0 → B tales que y0 ↔x0 < ! , entonces supA =
ı́nfB. Para todo x → A e y → B se tiene x ↓ y, ası́, para y1 → B fijo y para todo x → A se cumple que

x ↓ y1 ↗ supA ↓ y1 ↗ supA ↓ ı́nfB.

De donde supA es cota inferior de B. Ahora, dado ! > 0 existen y0 → B y x0 → A tales que y0 ↔ x0 < ! ,
ası́

y0 ↔ ! < x0 < supA ↗ y0 < supA+ !.

Por lo tanto supA = ı́nfB.

11. Utilizando el Teorema de los Intervalos Encajados demuestre que el conjunto de los número reales es no
numerable.

Solución. Sea X = {x1,x2, . . . ,xn, . . .}↘R un conjunto numerable, probaremos que X ≃=R. Sea I = [a,b]
un intervalo cerrado y acotado. Existe un intervalo cerrado I1 = [c,d], tal que x1 /→ I1 e I1 ↘ I. Nueva-
mente, sea I2 ↘ I1 tal que x2 /→ I2. Inductivamente podemos probar que existen intervalos In+1 ↘ In, tales
que xn /→ In. De este modo obtenemos una sucesión I1 ⇔ . . .⇔ In ⇔ . . . de intervalos cerrados, acotados y
no vacı́os. Por el Teorema de los Intervalos Encajados, existe un número real x que pertenece a todos los
intervalos. Por construcción, x /→ X y por ende X ≃= R. El resultado sigue por contradicción.

12. Sean (an)n, (bn)n dos sucesiones tales que lı́mn⇑! an = a y lı́mn⇑! bn = b. Demuestre que

a) lı́m
n⇑!

(anbn) = ab.

b) lı́m
n⇑!

an

bn
=

a
b

si b ≃= 0.
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Solución. Sea ! > 0. Notemos que anbn ↔ab = anbn ↔anb+anb↔ab = an(bn ↔b)+ (an ↔a)b. Como
(an)n es una sucesión acotada y lı́mn⇑!(bn ↔b) = 0, tenemos que lı́mn⇑! an(bn ↔b) = 0. De la misma
forma probamos que lı́mn⇑!(an ↔a)b = 0. Ası́,

lı́m
n⇑!

(anbn ↔ab) = lı́m
n⇑!

an(bn ↔b)+ lı́m
n⇑!

(an ↔a)b = 0.

Observamos que lı́mn⇑! bnb = b2, por lo que existe N →N tal que para todo n > N se tiene bnb > b2/2 >
0. En particular, si n > N entonces 0 < 1

bnb < 2
b2 . Es decir, la sucesión (1/bnb)n es acotada. Luego, como

an

bn
↔ a

b
=

ban ↔abn

bnb
, (1.4)

y además lı́mn⇑!(ban ↔abn) = ab↔ab = 0, se tiene que (1.4) es una sucesión acotada multiplicada por
una que tiende a cero. De aqui el resultado sigue.

13. De un ejemplo de una sucesión (an)n tal que lı́mn⇑! |an|= a, pero la sucesión (an)n no converge.

Solución. Sea an = (↔1)n. Para todo n → N se tiene a2n+1 =↔1 y a2n = 1, por ende tenemos dos subsu-
cesiones con lı́mites distintos. Por tanto (an)n no converge. Por otra parte, para todo n → N tenemos que
|an|= 1, ası́ lı́mn⇑! |an|= 1.

14. Pruebe que si lı́mn⇑!(xn ↔ yn) = 0 y lı́mn⇑! xn = a entonces lı́mn⇑! yn = a.

Solución. Consideremos la sucesión constante cn =↔1, y por ende convergente. Por el Ejercicio 12,

lı́m
n⇑!

(yn ↔ xn) = lı́m
n⇑!

(xn ↔ yn) · lı́m
n⇑!

cn = 0.

Además, como lı́mn⇑! xn = a entonces

lı́m
n⇑!

yn = lı́m
n⇑!

(yn ↔ xn)+ lı́m
n⇑!

xn = a.

15. Sea an =
⇓

n2 +n↔n. Demuestre que la sucesión es monótona creciente y acotada. Calcule su lı́mite.

Solución. Como
⇓

n2 +n ↑ n, entonces an ↑ 0 para todo n ↑ 1. Además (an) es creciente, pues

2
√

n2 +3n+2 ↓ 2n+3 ↗ n2 +n ↓ (n2 +3n+2)↔2
√

n2 +3n+2+1

↗
√

n2 +n ↓
√

n2 +3n+2↔1 ↗
√

n2 +n↔n ↓
√
(n+1)2 +(n+1)↔ (n+1).

Notamos además que (an) es una sucesión acotada superiormente. En efecto, para todo n → N,

√
n2 +n↔n =

(
⇓

n2 +n↔n)(
⇓

n2 +n+n)⇓
n2 +n+n

=
n⇓

n2 +n+n
=

1√
1+1/n+1

↓ 3.

Dado que la sucesión es creciente y acotada, entonces converge. Luego, de la ecuación anterior,

lı́m
n⇑!

(
√

n2 +n↔n) = lı́m
n⇑!

1√
1+1/n+1

=
1
2
.

16. Sea (an)n una sucesión que satisface 2an+1an↔1 = anan↔1 ↔1. Determine si la sucesión converge.

Solución. Supongamos que (an)n converge a un lı́mite L → R. Entonces también lı́mn⇑! an+1 = L y
lı́mn⇑! an↔1 = L. Tomando el lı́mite en la recurrencia, obtenemos que 2L2 = L2↔1 y por ende L2 =↔1.
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Esta última ecuación no tiene ninguna solución real, por lo que (an)n no converge.

17. a) Sean a > 0, r →Q, y (xn)n una sucesión de números positivos. Pruebe que si lı́mn⇑! xn = a, entonces
lı́mn⇑!(xn)r = ar y lı́mn⇑! log(xn) = loga.

b) Sean b → R y (yn)n una sucesión. Pruebe que si lı́mn⇑! yn = b, entonces lı́mn⇑! eyn = eb.

Solución. Parte a). Primero probaremos que lı́mn⇑!(xn)r = ar. Para esto consideraremos tres casos.
Primero, sea r → Z. Por el Ejercicio 12, si lı́mn⇑! xn = a, entonces lı́mn⇑! xr

n = ar. Sea ahora r = 1/k
donde k ↑ 2 es un número natural. En este caso, factorizamos

xn ↔a = (x1/k
n )k ↔ (a1/k)k = (x1/k

n ↔a1/k) ·
k↔1

∀
i=0

xi/k
n a(k↔1↔i)/k.

Además como lı́mn⇑! xn = a, existe N1 > 0 tal que para todo n ↑ N se tiene que xn >
a
2 . Por lo tanto para

n ↑ N1 se obtiene que ∀k↔1
i=0 xi/k

n a(k↔1↔i)/k ↑ k
2 a

k↔1
k . Sea C = k

2 a
k↔1

k . Como lı́mn⇑! xn = a, existe N2 > 0
tal que para n ↑ N2 se tiene que |xn ↔a|↓C! , en particular obtenemos que

|x1/k
n ↔a1/k|↓ |xn ↔a|

∀k↔1
i=0 xi/k

n a(k↔1↔i)/k
↓ |xn ↔a|

C
↓ !.

Por último, si r →Q, escribimos r = l/k con l → Z y k → N. Por los casos anteriores concluimos que

lı́m
n⇑!

xn = a =↗ lı́m
n⇑!

xl
n = al =↗ lı́m

n⇑!
(xl

n)
1/k = (al)1/k =↗ lı́m

n⇑!
xr

n = ar.

Ahora probaremos que lı́mn⇑! log(xn) = loga. Sea 0 < ! < 1. Dado que lı́mn⇑! xn = a, existe N1 → N
tal que para todo n > N1 se tiene

|xn ↔a|< ∀ = mı́n{a(1↔ e↔!),a(e! ↔1)}.

Por lo tanto, tenemos que ae↔! ↔a < xn ↔a < ae! ↔a lo que implica | logxn ↔ loga|< !..

Parte b). Por último probaremos que lı́mn⇑! eyn = eb. Sea 0 < ! < eb. Dado que lı́mn⇑! yn = a, existe
N1 → N tal que para todo n > N1 se tiene

|xn ↔a|< ∀ = mı́n{b↔ log(eb ↔ !), log(eb + !)↔b}.

Por lo tanto, log(eb ↔ !)< yn < log(eb + !) lo que implica | logxn ↔ loga|< !. De aqui se concluye.

18. Pruebe que para todo número racional r →Q se tiene que

lı́m
n⇑!

(
1+

r
n

)n
= er.

Solución. Consideramos n suficientemente grande de modo que |r/n|< 1. Por la desigualdad de la media
aritmética-geométrica se tiene

1+
r

n+1
=

(1+ r/n)+ · · ·+(1+ r/n)+1
n+1

↑ n+1

√(
1+

r
n

)n

,

de donde concluimos que (
1+

r
n+1

)n+1
↑
(

1+
r
n

)n

.
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Por lo tanto la sucesión es creciente.
Ahora probamos que es acotada superiormente. Por el Teorema del Binomio, tenemos

(
1+

r
n

)n
=

n

∀
k=0

(
n
k

)( r
n

)k
↓

n

∀
k=0

nk

k!
|r|k

nk =
n

∀
k=0

|r|k

k!
↓C,

ya que la serie del lado derecho es convergente (Ejemplo 1.60). Ası́, concluimos que (1+r/n)n converge
para todo real r (no hemos usado que es racional). Sea ahora r = p/q →Q. Como la sucesión converge,
podemos calcular su lı́mite considerando la subsucesión de múltiplos de p. Sea nm = p ·m. Entonces

lı́m
n⇑!

(
1+

r
n

)n
= lı́m

m⇑!

(
1+

p
qpm

)mp
= lı́m

m⇑!

((
1+

1
qm

)qm)p/q
= ep/q.

Donde en la última igualdad hemos usado el Ejercicio 17.

19. Calcule los siguientes lı́mites:

a)

lı́m
n⇑!

(
1+

1
2n

)n

,

b)

lı́m
n⇑!

(
1+

1
n+1

)4n

,

c)

lı́m
n⇑!

(
n2 +2n+3
n2 +2n+1

)(n+1)2

.

Solución.

a) lı́mn⇑!
(

1+ 1
2n

)n
=
(

lı́mn⇑!
(

1+ 1
2n

)2n)1/2
=
⇓

e.

b) lı́mn⇑!
(

1+ 1
n+1

)4n
= lı́mn⇑!

(
1+ 1

n+1

)4n(
1+ 1

n+1

)4

(
1+ 1

n+1

)4 =

(
lı́mn⇑!

(
1+ 1

n+1

)n+1)4

lı́mn⇑!
(

1+ 1
n+1

)4 = e4.

c) lı́mn⇑!
(

n2+2n+3
n2+2n+1

)(n+1)2

= lı́mn⇑!
(

1+ 2
n2+2n+1

)(n+1)2

=
(

lı́mn⇑!
(

1+ 1
(n+1)2/2

) (n+1)2
2

)2
= e2.

20. Sean a ↑ 0 y b ↑ 0. Demuestre que lı́mn⇑!
n⇓an +bn = máx{a,b}.

Solución. Asumimos sin perdida de generalidad que a ↓ b. Por ende b ↓ n⇓an +bn ↓ n⇓bn +bn = b n⇓2.
Notamos que lı́mn⇑!

n⇓2 = 1. Luego, por el Teorema del Sandwich, lı́mn⇑!
n⇓an +bn = b.

21. Diremos que una sucesión (an)n converge en el sentido de Cesàro si el siguiente lı́mite existe:

lı́m
n⇑!

1
n

n

∀
i=1

ai.

a) Sea (an)n = (0,1,0,1,0,1,0, . . .). Calcule lı́mn⇑!
1
n ∀n

i=1 ai.
b) Construya otros ejemplos de sucesiones que no convergen, pero que sean convergentes en el sentido

de Cesàro.

Solución.

a) Para n par, tenemos an =
1
2 , y para n impar lı́mn⇑! an = lı́mn⇑!

n↔1
2n = 1

2 . Por tanto, el lı́mite es 1/2.
b) Consideremos la sucesión (↔1)n. Esta no converge, pero si converge en el sentido de Cesàro a 0.
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22. Demuestre que si lı́mn⇑! xn = a entonces

lı́m
n⇑!

x1 + x2 + . . .xn

n
= a.

Solución. Sea ! > 0. Entonces, existe N1 → N tal que para n ↑ N1 tenemos |xn ↔ a| < !/2. Sea C :=
∀N1↔1

k=1 |xk ↔a| y elijamos N2 → N tal que C/n < !/2 para n ↑ N2. Entonces, para n ↑ máx{N1,N2},
∣∣∣∣∣
1
n

n

∀
k=1

xk ↔a

∣∣∣∣∣=

∣∣∣∣∣
1
n

n

∀
k=1

(xk ↔a)

∣∣∣∣∣↓
1
n

N1↔1

∀
k=1

|xk ↔a|+ 1
n

n

∀
k=N1

|xk ↔a|↓ C
n
+

n↔N1 +1
n

· !
2
< !.

Ası́, concluimos que lı́mn⇑!
1
n ∀n

k=1 xk = a.

23. Demuestre que si lı́mn⇑! an = a y todos los términos de la sucesión son positivos entonces

lı́m
n⇑!

n
⇓

a1a2 . . .an = a.

Solución. Primero suponemos que a > 0. Por el Ejercicio 17 se sigue que lı́mn⇑! logan = loga. Usando
el Ejercicio 22 con la sucesión xn = logan obtenemos lı́mn⇑!

1
n ∀n

k=1 logak = loga. Aplicando la función
exponencial en ambos lados de la desigualdad,

lı́m
n⇑!

exp
(1

n

n

∀
k=1

logak

)
= exp(loga) = a,

donde usamos el Ejercicio 17. Además exp( 1
n ∀n

k=1 logak) = n
⇓

a1 · · ·an, y asiı́ concluimos este caso.
En segundo lugar, suponemos que a = 0. Como lı́mn⇑! an = 0, para todo ! > 0 existe N tal que 0 <
an < ! para todo n ↑ N. Sea M := #N↔1

k=1 ak > 0. Para n ↑ N se tiene #n
k=1 ak = (#N↔1

k=1 ak)(#n
k=N ak)↓

M · ! n↔N+1. Tomando la raı́z enésima,

n

√
n

#
k=1

ak ↓ M1/n !(n↔N+1)/n = M1/n !(↔N+1)/n!.

Además como M1/n!(↔N+1)/n ⇑ 1 cuando n ⇑ !, la sucesión {M1/n!(↔N+1)/n}n es acotada. Luego, por
definición, lı́mn⇑! n

⇓
a1 · · ·an = 0. Esto concluye el ejercicio.

24. Demuestre que

lı́m
n⇑!

1
n

n
√
(n+1)(n+2) . . .2n =

4
e
.

Solución. Como (n + 1)(n + 2) · · ·(2n) = (2n)!
n! , podemos escribir L = lı́mn⇑!

1
n (

(2n)!
n! )1/n. Sea bn :=

↔ logn+ 1
n
(

log((2n)!)↔ logn!
)
. Observe que si bn converge a un número real b, entonces L = eb por el

Ejercicio 17. Por la fórmula de Stirling, am := logm!↔m logm+m↔ 1
2 log(2#m)⇑ 0 cuando m ⇑ !.

Entonces,

log(2n)!↔ logn! = 2n log2+n logn↔n+ 1
2 log2+a2n ↔an.

Dividiendo por n y tomando n ⇑ !, tenemos b = 2log2↔1, y por lo tanto L = 4
e .

25. Calcule
lı́m
n⇑!

(
1
n2 +

2
n2 + · · ·+ n

n2

)
.

Solución. El resultado se sigue de
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lı́m
n⇑!

(
1
n2 +

2
n2 + · · ·+ n

n2

)
= lı́m

n⇑!

1
n2 (1+2+ · · ·+n) = lı́m

n⇑!

1
n2 · n(n+1)

2
= lı́m

n⇑!

n+1
2n

=
1
2
.

26. Calcule el lı́mite de la sucesión definida por

an =
1⇓

n2 +1
+

1⇓
n2 +2

+
1⇓

n2 +3
+ · · ·+ 1⇓

n2 +n
.

Solución. Primero reescribimos

an =
n

∀
k=1

1⇓
n2 + k

=
n

∀
k=1

1

n
√

1+ k
n2

.

Como 0 < k
n2 < 1

n , se cumple (1+ 1
n )

↔1/2 ↓ (1+ k
n2 )

↔1/2 ↓ 1, y por lo tanto (1+ 1
n )

↔1/2 ↓ an ↓ 1.
Tomando el lı́mite cuando n ⇑ ! y aplicando el Teorema del Sandwich obtenemos que lı́mn⇑! an = 1.

27. Calcule
lı́m
n⇑!

(
1
n2 +

1
(n+1)2 + · · ·+ 1

(2n)2

)
.

Solución. Notemos que

0 ↓ 1
n2 +

1
(n+1)2 + · · · 1

(2n2)
↓ n

n2 =
1
n
.

Luego, el lı́mite es cero por el Teorema del Sandwich.

28. Dado p → N fijo, calcule
lı́m
n⇑!

n⇓1p +2p + · · ·+np.

Solución. Sea Sn = 1p +2p + · · ·+np. Observamos que np ↓ Sn ↓ n ·np = np+1, y luego np/n ↓ n
⇓

Sn ↓
n(p+1)/n. Como np/n ⇑ 1 y n(p+1)/n ⇑ 1 cuando n ⇑ !, el lı́mite es 1 por el Teorema del Sandwich.

29. Sean a, b, c > 0. Calcule

lı́m
n⇑!

(
an+b
an+ c

)n

.

Solución. Dividiendo por a en la fracción arriba, podemos asumir sin pérdida de generalidad que a = 1.
Ahora, si b = c, entonces el lı́mite es claramente igual a 1. Supongamos ahora que b ≃= c. Supongamos
además que b > c > 0. En este caso, tenemos que

(
1+

b↔ c
n+ c

)n

↓
(

1+
b↔ c

n

)n

.

Además, con m(n) = ↖n+ c↙ → N, podemos acotar
(

1+
b↔ c
n+ c

)n

↑
(

1+
b↔ c

m

)n
=

(
1+

b↔ c
m

)m(
1+

b↔ c
m

)n↔m

.

Usando que la diferencia |m(n)↔n|↓ c+1 es acotada, tenemos que

(
1+

b↔ c
m(n)

)m(n)

d(n)↓
(

1+
b↔ c
n+ c

)n

↓
(

1+
b↔ c

n

)n

,

donde d(n) = (1+ b↔c
m )n↔m es tal que lı́mn⇑! d(n) = 1. Luego, por el Teorema del Sandwich, conclui-

mos que el lı́mite pedido es eb↔c. Ahora bien, si reincorporamos la constante a, entonces el lı́mite pedido



10 1 Números Reales

es e
b↔c

a . Los casos donde la condición b > c > 0 no se satisface se pueden resolver similarmente.

30. Calcule

lı́m
n⇑!

nne↔n⇓2n+1
2(n!)

.

Solución. Por la fórmula de Stirling, la cual dice
⇓

2#n(n/e)n(1/n!)⇑ 1 cuando n ⇑ !, se tiene

lı́m
n⇑!

(nne↔n⇓2n+1
2(n!)

)(nne↔n⇓2n+1
2
⇓

2#n(n/e)n

)↔1
= 1.

Además nne↔n⇓2n+1
2
⇓

2#n(n/e)n =
⇓

2n+1
2
⇓

2#n
= 1

2
⇓

2#

√
2+ 1

n . Finalmente tomamos el lı́mite cuando n ⇑ !.

31. Calcule los siguientes lı́mites

a)
lı́m
n⇑!

(
3⇓n+1↔ 3⇓n

)
,

b)

lı́m
n⇑!

⇓
n√

n
√

n
⇓

n
,

c)

lı́m
n⇑!

2n+1 +3n+1

2n +3n .

Solución.

a)

lı́m
n⇑!

(
3⇓n+1↔ 3⇓n

)
= lı́m

n⇑!

(n+1)↔n
( 3⇓n+1)2 + 3⇓n+1 3

⇓
n+( 3

⇓
n)2

= lı́m
n⇑!

1
( 3⇓n+1)2 + 3⇓n+1 3

⇓
n+( 3

⇓
n)2

= 0.

b)

lı́m
n⇑!

⇓
n√

n
√

n
⇓

n
= lı́m

n⇑!

n1/2
⇓

n ·n3/4
= lı́m

n⇑!

n1/2

n7/8 = 0.

c)

lı́m
n⇑!

2n+1 +3n+1

2n +3n = lı́m
n⇑!

3n+1
(( 2

3
)n+1

+1
)

3n
(( 2

3
)n

+1
) = lı́m

n⇑!
3 ·

( 2
3
)n+1

+1
( 2

3
)n

+1
= 3.

32. Demuestre que la sucesión definida por

an =
1
n
+

1
n+1

+
1

n+2
+ · · ·+ 1

2n
,

es convergente y que su lı́mite pertence al intervalo [1/2,1].

Solución. Primero probamos que (an)n es decreciente. Observemos que

an+1 =
1

n+1
+

1
n+2

+ · · ·+ 1
2(n+1)

= an +
1

2n+1
+

1
2n+2

↔ 1
n
.



1 Números Reales 11

Notemos que an+1 ↓ an es equivalente a n(2n+1)+n(2n+2)↓ (2n+1)(2n+2), lo cual es equivalente
a 4n2 +3n ↓ 4n2 +6n+2, que es cierto para todo natural n. Además (an)n es acotada, pues

1
2
=

1
2n

+
1

2n
+ · · ·+ 1

2n
↓ 1

n
+

1
n+1

+ · · ·+ 1
2n

↓ 1
n
+

1
n
+ · · ·+ 1

n
= 1

Por lo tanto (an)n es convergente y su lı́mite pertenece al intervalo [1/2,1].

33. Demuestre que si (an)n es una sucesión de términos no negativos tal que existe K → (0,1) de modo que
para todo n → N se tiene que an+1 ↓ Kan. Entonces lı́mn⇑! an = 0.

Solución. Notamos que a2 ↓ Ka1, a3 ↓ Ka2 ↓ K2a1, ası́, en general an ↓ Kn↔1a1. Además, para todo
n → N tenemos que an ↑ 0. Por el Teorema del Sandwich obtenemos que lı́mn⇑! an = 0.

34. Sean (an)n una sucesión creciente y (bn)n una sucesión decreciente. Demuestre que si para todo n → N
se tiene que an < bn entonces las dos sucesiones convergen.

Solución. Por una parte (an)n es una sucesión creciente y acotada superiormente por b1. Y por lo tanto
convergente. Por otra parte, (bn)n es una sucesión decreciente y acotada inferiormente por a1. Por lo
tanto también converge.

35. Sea (an) una sucesión tal que
lı́m
n⇑!

(an+1 ↔an) = c.

Demuestre que
lı́m
n⇑!

an

n
= c.

Solución. Sea ! > 0. Existe N1 → N tal que para todo k ↑ N1 se tiene |ak+1 ↔ ak ↔ c| < !
2 . Luego, para

n > N1 tenemos

an ↔aN1 =
n↔1

∀
k=N1

(ak+1 ↔ak) = (n↔N1)c+
n↔1

∀
k=N1

(ak+1 ↔ak ↔ c).

Dividiendo por n,

∣∣∣
an

n
↔ c

∣∣∣=
1
n

∣∣∣aN1 ↔N1c+
n↔1

∀
k=N1

(ak+1 ↔ak ↔ c)
∣∣∣↓

1
n

(
|aN1 |+N1|c|+(n↔N1)

!
2

)
.

Además, existe N2 > 0 tal que para n > N2 se tiene 1
n (|aN1 |+N1|c|)< !

2 . Ası́, para n > máx{N1,N2} se
cumple

∣∣ an
n ↔ c

∣∣< ! , y concluimos que lı́mn⇑!
an
n = c.

36. Sea k → N y x → R. Estudie la convergencia de la sucesión definida por an = nkxn.

Solución. Consideramos tres casos distintos.
Caso 1: |x| < 1. El caso x = 0 es trivial, ası́ que vamos a asumir x ≃= 0. Observemos que |an+1|/|an| =
(1+1/n)k|x|. Como (1+1/n)k|x| converge a |x| cunando n ⇑!, podemos elegir |x|<∃ < 1 y encontrar
un natural N tal que |an+1|/|an| ↓ ∃ para todo n ↑ N. Ahora, para todo n ↑ 0 tenemos que |aN+n| ↓
∃|aN+n↔1|↓ ∃2|aN+n↔2|↓ · · ·↓ ∃n|aN |. Como ∃ → (0,1), el lado derecho tiende a cero cuando n ⇑ !,
por lo que concluimos que an ⇑ 0 cuando n ⇑ !.
Caso 2: |x| = 1. Si x = 1 entonces an = nk ⇑ ! cuando n ⇑ !. Por otra parte, si x = ↔1, entonces
an = nk(↔1)n no converge.
Caso 3: |x|> 1. Sea |x|= y > 1. Entonces |an|= nkyn ⇑ ! cuando n ⇑ !.
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37. Sea % > 1. Consideremos la sucesión definida por an = n( n
√

% ↔1). Demuestre que la sucesión converge.
Defina además la función, f : (1,!)⇑ R tal que

f (% ) := lı́m
n⇑!

n( n
√

% ↔1).

Demuestre que f (% )↑ 1↔ (1/% ) y que f (1/% ) =↔ f (% ).

Solución. Observemos que n
√

% = e
log%

n , por ende an = n(% 1/n ↔1) = n
(

e
log%

n ↔1
)

.
Usando el lı́mite

lı́m
x⇑0

ex ↔1
x

= 1,

tomando x = log%
n ⇑ 0 cuando n ⇑ !, obtenemos

an = n
(

e
log%

n ↔1
)
=

e
log%

n ↔1
log%

n

· log% ↔⇑ log% .

Por lo tanto, la sucesión (an) converge y se tiene

f (% ) = lı́m
n⇑!

an = log% .

Queremos mostrar que

log% ↑ 1↔ 1
%
, % > 1.

Usamos la desigualdad, ex ↑ 1+ x para todo x → R. Sea x =↔ log% < 0 por ende

e↔ log% ↑ 1↔ log% .

Como e↔ log% = 1
% , se sigue que

1
%

↑ 1↔ log% =↗ log% ↑ 1↔ 1
%
.

Además,

f
( 1

%

)
= lı́m

n⇑!
n
(

n

√
1
%
↔1

)
= lı́m

n⇑!
n
(
(%↔1)1/n ↔1

)
.

Entonces,

f
( 1

%

)
= lı́m

n⇑!
n
(

1
% 1/n ↔1

)
= lı́m

n⇑!
↔n(% 1/n ↔1) · 1

% 1/n .

Como % 1/n ⇑ 1 cuando n ⇑ !, obtenemos

f
( 1

%

)
= lı́m

n⇑!
↔n(% 1/n ↔1) =↔ f (% ).

38. Sea
an =

1↔ (↔1)n

2
.

Demuestre que

lı́m
n⇑!

a1 +a2 + · · ·+an

n
=

1
2
.

Solución. Observamos que an puede escribirse como
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an =

{
1, si n es impar,

0, si n es par.

Denotamos la suma parcial Sn := a1 + a2 + · · ·+ an. El término Sn cuenta cuántos enteros impares hay
entre 1 y n. Por tanto Sn =

⌈ n
2
⌉
, es decir

Sn =

{ n
2 , si n es par ,
n+1

2 , si n es impar.

Ahora consideramos la razón

Sn

n
=






1
2 , si n es par,

n+1
2n = 1

2 +
1

2n , si n es impar.

En el caso impar, lı́mn⇑!
1
2n = 0. Por tanto, las subsucesiones de ı́ndices pares e ı́ndices impares conver-

gen ambas a 1/2. El resultado se sigue usando la definición de lı́mite.
39. Sea x → R, calcule el lı́mite

lı́m
n⇑!

2
#

arctan(nx).

En teorı́a de números la función definida por

f (x) = lı́m
n⇑!

2
#

arctan(nx),

es llamada signo de x.

Solución. Si x > 0, entonces lı́mn⇑! nx = +! y por tanto lı́mn⇑! arctan(nx) = #
2 , de modo que

lı́mn⇑!
2
# arctan(nx) = 1. Si x < 0, entonces lı́mn⇑! nx =↔! y lı́mn⇑! arctan(nx) =↔#

2 , de modo que
el lı́mite vale ↔1. Y si x = 0, se obtiene que 2

# arctan(0) = 0. Por lo tanto,

lı́m
n⇑!

2
#

arctan(nx) =






1, x > 0,
0, x = 0,
↔1, x < 0.

40. Sea x →Q un número racional. Estudie la convergencia de la sucesión definida por an = sen(n!x#).

Solución. Sea x = p/q un número racional. Si n > q tenemos que n! p
q = 2k es un entero par, y por lo

tanto sen(n!x#) = sen(2k#) = 0. Luego, la sucesión es convergente con lı́mite cero.

41. Sea Sn := {(a,b) → N∝N : a ≃= b y a+b = n}. Denotemos por

∃n =
a1b1 +a2b2 + · · ·+ambm

m
,

donde Sn = {(ai,bi)}1↓i↓m. Es decir ∃n es el promedio aritmético de los productos de todos los pares
(a,b) → Sn. Demuestre que

lı́m
n⇑!

an

n2 =
1
6
.

Solución. Para a = 1,2, . . . ,n↔1 se tiene b = n↔a y el producto correspondiente es a(n↔a). Definimos
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Tn :=
n↔1

∀
a=1

a(n↔a) = n
n↔1

∀
a=1

a↔
n↔1

∀
a=1

a2 = n · (n↔1)n
2

↔ (n↔1)n(2n↔1)
6

=
n(n↔1)(n+1)

6
.

Caso 1: n impar. No hay par con a = b, ası́ que |Sn| = n↔1 y ∃n =
Tn

n↔1 = n(n+1)
6 . Por lo tanto ∃n

n2 ⇑ 1
6

cuando n ⇑ !.
Caso 2: n par. Hay que excluir el par (n/2,n/2) cuyo producto es n2/4, por lo que |Sn|= n↔2 y

∃n =
Tn ↔ n2

4
n↔2

=
n(n↔1)(n+1)

6 ↔ n2

4
n↔2

=
n(2n2 ↔3n↔2)

12(n↔2)
.

Dividiendo por n2 obtenemos ∃n
n2 ⇑ 1/6 cuando n ⇑ !. En ambos casos, el lı́mite es 1/6. Por lo tanto

lı́mn⇑!
∃n
n2 = 1/6.

42. Sea (an)n una sucesión super-aditiva, es decir, existe una constante C > 0 tal que para todo m,n → N se
tiene

an +am < an+m +C.

Demuestre que el lı́mite lı́mn⇑!
an
n o bien existe o bien es igual a infinito.

Solución. Sea n = mq+ r con 0 ↓ r < m. Aplicando la superaditividad repetidamente obtenemos, por
inducción,

aqm ↑ qam ↔ (q↔1)C.

Luego,
an = aqm+r ↑ aqm +ar ↔C ↑ qam ↔ (q↔1)C+ar ↔C = qam ↔qC+ar.

Dividimos por n = mq+ r:
an

n
↑ q(am ↔C)

mq+ r
+

ar

n
.

Fijando m y haciendo n ⇑ ! (y por lo tanto q ⇑ !), se tiene r/n ⇑ 0 y q/(mq+ r)⇑ 1/m. Por lo tanto,

lı́minf
n⇑!

an

n
↑ am ↔C

m
.

Esto vale para todo m ↑ 1, ası́ que

lı́minf
n⇑!

an

n
↑ sup

m↑1

am ↔C
m

.

Si la sucesión (an/n)n está acotada superiormente, entonces el lı́mite existe y es finito. Si no, el supremo
es infinito y lı́mn⇑!

an
n =+!.

43. Todo número x → (0,1) puede escribirse como fracción continua de la forma

x =
1

a1 +
1

a2 +
1

a3 + . . .

= [a1a2a3 . . . ], (1.5)

donde ai → N. Un resultado clásico en teorı́a de números afirma que x → (0,1) es irracional si y sólo si
su expansión en fracciones continuas es infinita, es decir x = [a1a2a3 . . . ]. Defina los siguientes números
racionales pn

qn
= [a1a2 . . .an].

Demuestre que
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lı́m
n⇑!

pn

qn
= x.

Solución. Sea x → (0,1) un número irracional con expansión en fracción continua x = [a1a2a3, . . . ]. Los
numeradores y denominadores (pn,qn) de las fracciones truncadas satisfacen las recurrencias,

{
p0 = 0, p1 = 1,
pn = an pn↔1 + pn↔2, n ↑ 2,

{
q0 = 1, q1 = a1,

qn = anqn↔1 +qn↔2, n ↑ 2.

Además, se puede verificar la identidad pnqn↔1 ↔ pn↔1qn = (↔1)n↔1. Consideremos ahora el error |x↔
pn
qn
|. Usando la identidad anterior, se tiene que

∣∣∣∣x↔
pn

qn

∣∣∣∣<
1

qnqn+1
.

Como los denominadores qn forman una sucesión estrictamente creciente e ilimitada (ya que x es irra-
cional), se tiene que qn ⇑ ! cuando n ⇑ !. Por lo tanto,

∣∣∣∣x↔
pn

qn

∣∣∣∣↓
1

qnqn+1
⇑ 0 cuando n ⇑ !.

De aqui se concluye que las fracciones truncadas pn
qn

convergen al número irracional x.

44. En [8] se sugiere una alternativa sencilla para demostrar que

lı́m
n⇑!

(
1+

1
n

)n

= lı́m
n⇑!

n

∀
r=0

1
r!

= e.

Pruebe que
n

∀
r=0

1
r!

>

(
1+

1
n

)n

>
n

∀
r=0

1
r!

↔ 3
2n

,

y deduzca el resultado.

Solución. Tomando el lı́mite en la segunda desigualdad se obtiene automáticamente la primera parte. Por
ende, basta probar la segunda parte. Por el Teorema del Binomio,

(
1+

1
n

)n

=
n

∀
r=0

(
n
r

)
1
nr = 2+

n

∀
r=2

(
1↔ 1

n

)(
1↔ 2

n

)
· · ·

(
1↔ r↔1

n

)
1
r!
.

Como 1 > (1↔ 1
n )(1↔

2
n ) · · ·(1↔

r↔1
n ) para r ↓ n se tiene que

n

∀
r=0

1
r!

= 2+
n

∀
r=2

1
r!

>

(
1+

1
n

)n

.

Por otra parte (
1↔ 1

n

)(
1↔ 2

n

)
= 1↔ 1+2

n
+

2
n2 > 1↔ 1+2

n
.

Además (
1↔ 1

n

)(
1↔ 2

n

)(
1↔ 3

n

)
>

(
1↔ 1+2

n

)(
1↔ 3

n

)
> 1↔ 1+2+3

n
.

Inductivamente se puede verificar que
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(

1↔ 1
n

)(
1↔ 2

n

)
· · ·

(
1↔ r↔1

n

)
> 1↔ 1+2+ · · ·+(r↔1)

n
> 1↔ r(r↔1)

2n
.

Por lo tanto cuando n ↑ 3,
(

1+
1
n

)n

> 2+
n

∀
r=2

(
1↔ r(r↔1)

2n

)
1
r!

=
n

∀
r=0

1
r!

↔ 1
2n

n↔2

∀
r=0

1
r!

>
n

∀
r=0

1
r!

↔ 3
2n

,

pues ∀n↔2
r=0

1
r! < 3 por el Ejemplo 1.16. Para concluir el resultado basta tomar el lı́mite en n y usar el

Teorema del Sandwich.

45. Se define recursivamente la sucesión (an)n por

a1 = 2, an+1 =
1

3↔an
.

Demuestre que (an) es una sucesión convergente y encuentre su lı́mite.

Solución. Supongamos que an converge a un lı́mite L → R. Tomando el lı́mite en la recurrencia, L es
L1 = 3+

⇓
5

2 o bien L2 = 3↔
⇓

5
2 . Demostraremos que la sucesión es decreciente y acotada inferiormente

por L2, para concluir que converge. Probaremos que para todo n ↑ 1 se cumple,

L2 < an+1 < an.

Por inducción, primero verificamos el caso en que n = 1. Por definición a1 = 2, a2 = 1, los cuales
satisfacen L2 ′ 0,382 < a2 = 1 < a1 = 2. Ahora, supongamos que para n ↑ 1 se cumple L2 < an < an↔1.
Demostraremos que L2 < an+1 < an. Además, si an > L2, tenemos que

an+1 =
1

3↔an
>

1
3↔L2

= L2.

Ahora probamos que la sucesión es decreciente. Como an < an↔1, se sigue que

an+1 =
1

3↔an
<

1
3↔an↔1

= an.

Con esto concluimos el paso inductivo. Por lo tanto la sucesión converge pues (an) es decreciente y
acotada inferiormente por L2. Además 1 = a1 > an > L2 para todo n, por lo que el lı́mite debe ser L2.

46. La sucesión de Fibonacci (an)n↑1 se define recursivamente como

a1 = a2 = 1, an+2 = an+1 +an.

Kepler notó la siguiente relación:

lı́m
n⇑!

an+1

an
=

1+
⇓

5
2

.

Demuestre la observación de Kepler.

Solución. Sea bn := an+1/an y observemos que bn =
an+an↔1

an
= 1+ 1

bn↔1
. Esta propiedad esta bien definida

pues bn > 0 para todo n → N. Además, si la sucesión (bn)n es convergente con lı́mite L entonces

L = lı́m
n⇑!

bn = lı́m
n⇑!

(
1+

1
bn↔1

)
= 1+

1
L
.



1 Números Reales 17

Por lo tanto L2 ↔ L↔ 1 = 0, luego L = 1+
⇓

5
2 o L = 1↔

⇓
5

2 . Por otra parte, como bn ↑ 1, en caso que
el lı́mite L exista, necesariamente L ↑ 1 y por lo tanto debe ser igual a 1+

⇓
5

2 . Probaremos ahora que
lı́mn⇑! bn =

1+
⇓

5
2 =: L. Notamos que

|bn ↔L|=
∣∣∣∣

(
1+

1
bn↔1

)
↔
(

1+
1
L

)∣∣∣∣=
∣∣∣∣
L↔bn↔1

bn↔1L

∣∣∣∣↓
1
L
|bn↔1 ↔L|↓

(
1
L

)n↔1
|b1 ↔L|.

Como lı́mn⇑!
( 1

L
)n↔1

= 0, tenemos que para todo ! > 0 existe N → N tal que si n > N entonces
|bn ↔L|< ! . Por lo tanto lı́mn⇑! bn =

1+
⇓

5
2 .

47. Sean a, b → R con a < b. Definimos recursivamente las sucesiones (xn)n↑1 e (yn)n↑1 por

x1 =
⇓

ab, y1 =
a+b

2
, xn+1 =

⇓
xnyn, yn+1 =

xn + yn

2
.

Demuestre que ambas sucesiones, que se conocen como sucesiones aritmético-geomértricas, convergen
al mismo lı́mite.

Solución. Por la desigualdad de la media aritmética-geométrica, x1 =
⇓

ab ↓ a+b
2 = y1 y además

xn+1 =
⇓

xnyn ↓
xn + yn

2
= yn+1, ∞n ↑ 1.

Notamos que la sucesión (xn) es creciente. En efecto,

xn+1 =
⇓

xnyn ↑
⇓

xnxn = xn, ∞n ↑ 1.

Luego (xn) es creciente. Además (xn) es acotada pues xn+1 =
⇓xnyn ↓ ⇓ynyn = yn. En particular, es

acotada superiormente por y1. Como (xn) es creciente y acotada, converge a un lı́mite L → R.
Notamos que la sucesión (yn) decreciente. En efecto, de xn ↓ yn se sigue

yn+1 =
xn + yn

2
↓ yn + yn

2
= yn.

Luego (yn) es decreciente. Además (yn) es acotada pues yn+1 =
xn+yn

2 > xn+xn
2 = xn. En particular, (yn)

es acotada por x1. Como (yn) es decreciente y acotada, converge a un lı́mite M → R.
Finalmente, tomando lı́mites en las recurrencias,

xn+1 =
⇓

xnyn =↗ L =
⇓

LM =↗ L2 = LM =↗ L = M,

yn+1 =
xn + yn

2
=↗ M =

L+M
2

=↗ M = L.

Por lo tanto, ambas sucesiones convergen al mismo lı́mite.

48. Calcule los siguientes lı́mites

a)
lı́m
n⇑!

(n(log(n+1)↔ logn)) .

b)

lı́m
n⇑!

n+ sen(n#/2)
2n+1

.

Solución.
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a) Por el Ejercicio 17, se tiene

lı́m
n⇑!

(n(log(n+1)↔ logn)) = lı́m
n⇑!

log
(

n+1
n

)n

= log lı́m
n⇑!

(
n+1

n

)n

= log(e) = 1.

b)

lı́m
n⇑!

n+ sen(n#/2)
2n+1

= lı́m
n⇑!

1+ sen(n#/2)/n
2+1/n

= 1/2.

49. Sea (an) una sucesión de números positivos tal que

lı́m
n⇑!

an+1

an
= L.

Demuestre que
lı́m
n⇑!

n
⇓

an = L.

Solución. Definimos la sucesión bn := log(an). Esta sucesión esta bien definida pues esta compuesta por
números positivos. Por definición, n

⇓
an = ebn/n. Y además

bn+1 ↔bn = log(an+1)↔ log(an) = log
(

an+1

an

)
↔⇑n⇑! logL,

debido al Ejercicio 17. Por el Criterio de Cesàro, si lı́mn⇑!(bn+1 ↔ bn) = logL, entonces lı́mn⇑!
bn
n =

logL. Luego, usando que el Ejercicio 17 se puede extender a la función exponencial, entonces lı́mn⇑! n
⇓

an =

lı́mn⇑! ebn/n = elogL = L.

50. En 1615 Galileo notó qua la sucesión de los números impares tiene la siguiente propiedad

1
3
=

1+3
5+7

=
1+3+5
7+9+11

= · · · .

Galileo observó que esta es la única progresión aritmética con esta propiedad. Determine si la afirma-
ción de Galileo es correcta. Considere sucesiones para las cuales la razón de la suma de los primeros n
términos sobre la suma de los siguientes n términos es constante (ver [10]).

Solución. Sea (an)n→N una progresión aritmética que satisface tal propiedad. Primero observamos que
si c > 0 entonces la sucesión (bn)n→N definida por bn = an · c también la satisface y tiene la misma
razón. Debido a esto asumimos que a1 = 1. Sea Sn = a1 + · · ·+an, en tal caso buscamos una progresión
aritmética tal que S2n ↔ Sn = pSn para alguna constante p. Usando que an = a1 +(n↔ 1) · d para algún
d, se tiene que Sn = n · (a1 +an)/2 para todo n. Ası́, para todo n,

a1 · (1↔ p)
2

=
an · (p+1)

2
↔a2n,

y por lo tanto para todo n,

a1 · (1↔ p)
2

=
a1 · (p↔1)

2
+

d
2

(
(n↔1)(p+1)↔2(2n↔1)

)
.

Como a1 = 1,

(1↔ p) =
d
2

(
(p↔3)n+(1↔ p)

)

implica que p = 3 y d = 2. Esta implicancia anterior se debe a que d, p son constantes y la igualdad
anterior debe satisfacerse para todo n → N. Por lo tanto esta sucesión es la única que satisface esta pro-
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piedad módulo la constante c de la que hablamos al comienzo.

51. Sea (an)n una sucesión no creciente de números no negativos,

an ↑ an+1 ↑ 0, ∞n → N. (1.6)

Denotaremos por C la siguiente condición: Para cada x > 1 y u → R el siguiente lı́mite existe

lı́m
u⇑! ∀

u<n↓ux
an.

Sea (an)n tal que satisface C. Demuestre que si (an)n también satisface C entonces lı́mn⇑! nan existe. El
recı́proco de este resultado también es válido (ver [11]).

Solución. Definimos fu(x) = ∀u<n↓ux an y f (x) = lı́mu⇑! fu(x) el cual existe por la condición C para
x > 1. En particular para m → N, fm(x) = ∀[mx]

n=m+1 an. Como an es decreciente,

f j(x)↓ ([ jx]↔ j)a j ↓ ( jx↔ j)a j =↗ ja j ↑
f j(x)
x↔1

.

Luego, para cada entero j > x consideremos m = [ j/x] y r = j↔ [mx]. Entonces,

0 ↓ j↔mx ↓ j↔ [mx]< j↔ (mx↔1)< j↔
(( j

x
↔1

)
x↔1

)
= x+1,

de lo cual se obtiene que 0 ↓ r < x+ 1 y j ↑ mx ↑ [mx]. Ası́, fm(x) ↑ ([mx]↔m)a[mx] ↑ ([mx]↔m)a j
implica que

ja j ↓
[mx]+ r
[mx]↔m

fm(x)↓
mx+ x+1
mx↔m↔1

fm(x)↓
j+ x+1

(( j/x)↔1)x↔m↔1
fm(x)

=↗ ja j ↓
j+ x+1

( j↔ x↔1↔ ( j/x)
f[ j/x](x).

Tomando lı́mite

lı́m
j⇑!

f j(x)
x↔1

=
f (x)

x↔1
, lı́m

j⇑!

j+ x+1
( j↔ x↔1↔ ( j/x)

f[ j/x](x) =
x

x↔1
f (x).

Usando las propiedades anteriores,

f (x)
x↔1

↓ lı́minf
j⇑!

ja j ↓ lı́msup
j⇑!

ja j ↓
x

x↔1
f (x).

En lo que sigue probaremos que f (x)+ f (y) = f (xy). Teniendo esta propiedad, k f (e1/k) = f (e) y to-
mando x = e1/k en la desigualdad anterior, se obtiene que

f (e)
k(x↔1)

↓ lı́minf
j⇑!

ja j ↓ lı́msup
j⇑!

ja j ↓
x

x↔1
· f (e)

k
.

Y como lı́mk⇑! k(x↔1) = lı́mk⇑! k(e1/k ↔1) = 1, entonces lı́m j⇑! ja j = f (e) y el lı́mite pedido existe.
Para finalizar probamos la propiedad anterior. Para x > 1, y > 1, n > 1, donde n es entero, se tiene que

fn(x)+ f[nx](y)↔ fn(xy) =
[nxy]

∀
k=[[nx]y]+1

ak,
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donde [[nx]y]↓ [nxy] y además [[nx]y]> [nxy↔ y]> nxy↔ y↔1 ↑ [nxy]↔ y↔1. Por lo tanto

0 ↓ fn(x)+ f[nx](y)↔ fn(xy)↓ (y+1)a[[nx]y] =
y+1
[[nx]y]

[[nx]y]a[[nx]y] ↓
y+1

nxy↔ y↔1
[[nx]y]a[[nx]y].

Tomando el lı́mite en n y notando que lı́msupn⇑![[nx]y]a[[nx]y] < ! por la desigualdad dada antes de
hablar de la propiedad especial de f , obtenemos la propiedad, es decir f (x)+ f (y)↔ f (xy) = 0, con esto
concluimos.

52. J.H. Conway consideró la siguiente sucesión (ver [9]),

1,1,2,2,3,4,4,4,5,6,7,7,8,8,8,8,9, . . .

definida recursivamente del siguiente modo, a1 = a2 = 1 y para n ↑ 3

an = aan↔1 +an↔an↔1 .

Demuestre que

lı́m
n⇑!

an

n
=

1
2
.

Solución. Escribiremos a(n) en lugar de an. Consideremos el conjunto F de todos los subconjuntos
finitos de N, ordenado del siguiente modo. Primero /0. Después, para cada L ↑ 1, se listan los subcon-
juntos A ∈ {1, . . . ,L} tales que máxA = L; dentro de este bloque se ordenan primero por cardinalidad
decreciente y, si la cardinalidad es fija, por orden lexicográfico. Ası́, los primeros conjuntos son

/0,{1},{1,2},{2},{1,2,3},{1,3},{2,3},{3}, . . .

Denotemos por S(n) el n-ésimo conjunto de esta lista. Definimos la operación de compresión C : F ⇑F

por
C( /0) =C({1}) = /0,

C({m}) = {m↔1} (m > 1),

y, si A = {u1 < u2 < · · ·< ur} con r ↑ 2,

C(A) = {u2 ↔1,u3 ↔1, . . . ,ur ↔1}.

La aplicación C es sobreyectiva y preserva el orden anterior. Por tanto, si x(n) está definida por

S(x(n)) =C(S(n)),

entonces la sucesión x(n) está bien definida. Además, una inducción directa usando la descripción de los
preimágenes de C muestra que

x(1) = x(2) = 1

y, para n ↑ 3,
x(n) = x(x(n↔1))+ x(n↔ x(n↔1)).

Por unicidad de la sucesión definida recursivamente, se tiene

x(n) = a(n) para todo n ↑ 1.

Ahora estimaremos a(n). Llamaremos segmento binomial (L,K) al conjunto de los (A → F tales que

máxA = L, |A|= K.
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Este segmento tiene longitud (
L↔1
K ↔1

)
.

Además, los conjuntos con máximo L ocupan exactamente las posiciones

2L↔1 +1, . . . ,2L.

Por tanto, si S(n) pertenece a un segmento L,K, entonces

log2(n↔1)


= L↔1.

Definamos
b(n) = n↔a(n↔1).

Si n o n↔1 es una potencia de 2, entonces se tiene

a(n) = b(n),

y no hay nada que estimar. Supongamos entonces que S(n) pertenece a un segmento interior L,K), es
decir, 1 < K < L. Como C elimina el menor elemento y resta 1 a los demás, tenemos

S(a(n)) =C(S(n)),

y por lo tanto S(a(n)) pertenece al segmento

(L↔1,K ↔1).

Por otra parte, de la forma en que están ordenados los segmentos binomiales se obtiene que S(b(n))
pertenece al segmento

(L↔1,K).

Ası́, la distancia entre a(n) y b(n) está acotada por la suma de las longitudes de estos dos segmentos:

|a(n)↔b(n)|↓
(

L↔2
K ↔2

)
+

(
L↔2
K ↔1

)
=

(
L↔1
K ↔1

)
.

En particular,

|a(n)↔b(n)|↓ máx
j

(
L↔1

j

)
.

Por la fórmula de Stirling,

máx
j

(
L↔1

j

)
∋


2
#

2L↔1
⇓

L↔1
.

Como n ↑ 2L↔1, se deduce que, para todo ! > 0 y todo n suficientemente grande,

|a(n)↔b(n)|
2n

↓
(

1⇓
2#

+ !
)

1⇓
L↔1

.

Finalmente,
b(n) = n↔a(n↔1),

luego
2a(n)↔n = a(n)↔b(n)+a(n)↔a(n↔1).

Como a(n)↔a(n↔1) → {0,1}, obtenemos
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|2a(n)↔n|↓ |a(n)↔b(n)|+1.

Por consiguiente, ∣∣∣∣
a(n)

n
↔ 1

2

∣∣∣∣=
|2a(n)↔n|

2n
↓ |a(n)↔b(n)|+1

2n
.

Usando la estimación anterior y el hecho de que

L↔1 =

log2(n↔1)


,

concluimos que, para todo ! > 0 y todo n suficientemente grande,
∣∣∣∣
a(n)

n
↔ 1

2

∣∣∣∣↓
(

1⇓
2#

+ !
)

1√
[log2(n↔1)]

.

En particular,

lı́m
n⇑!

a(n)
n

=
1
2
.

53. La sucesión de Golay-Rudin-Shapiro (ver [3]) se define recursivamente por

a0 = 1, a2n = an, a2n+1 = (↔1)nan.

Sea s(n) = ∀n
k=0 ak. Demuestre que para todo n → N se tiene que s(n)> 0.

Solución. Sea t(n) :=∀n
k=0(↔1)kak, donde n↑ 0. Para probar el ejercicio necesitaremos de los siguientes

dos lemas que son dejados al lector como ejercicio.
Lema 1.

s(2n) = s(n)+ t(n↔1), n ↑ 1;
s(2n+1) = s(n)+ t(n), n ↑ 0;

t(2n) = s(n)↔ t(n↔1), n ↑ 1;
t(2n+1) = s(n)↔ t(n), n ↑ 0.

Usando el Lema 1 se puede probar el siguiente lema.
Lema 2.

s(4n) = 2s(n)↔a(n), n ↑ 1;
s(4n+1) = s(4n+3) = 2s(n), n ↑ 0;
s(4n+2) = 2s(n)+(↔1)na(n), n ↑ 0.

Más especı́ficamente se tiene que para k ↑ 1, el mı́nimo valor para s(n) en [4k,4k+1 ↔ 1] es 2k + 1. El
lector también puede verificar que este valor se alcanza en n = 4k y n = (5 · 4k ↔ 2)/3. Para k = 0 el
mı́nimo esta dado por 2 en [1,3]. Por inducción en k, sea n → [4k+1,4k+2↔1], entonces n = 4m+d donde
d → {0,1,2,3} y m → [4k,4k+1 ↔1]. Usando el Lema 2 podemos acotar por abajo s(n),

s(n) = s(4m+d)↑ 2s(m)+1 ↑ 2(2k +1)↔1 ↑ 2k+1 +1.

Esto finaliza la inducción.

54. Dada una sucesión (an)n construimos una nueva sucesión (bm)m del siguiente modo (ver [12]). Sea d →N,
para cada m →N definamos bm como el m↔ésimo término de la sucesión que se construye concatenando
nd veces el término an, del siguiente modo:
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a1, . . . ,a1  
d,a1 términos

, a2, . . . ,a2  
2d,a2 términos

, a3, . . . ,a3  
3d,a3 términos

, . . .

Por ejemplo si an = n y d = 1 entonces (bm)m viene dada por

1,2,2,3,3,3,4,4,4,4, . . .

Demuestre que bm = a f (m). Donde f : N⇑ N se define por

f (m) =

√
2m
d


+

1
2


↔1 y ↖x↙= mı́n{n → Z : x ↓ n}.

Solución. Se cumple bm = an cuando

n(n↔1)
2

d < m ↓ n(n+1)
2

d =↗ n(n↔1)+1 ↓


2m
d


↓ n(n+1).

Y como se cumplen
√

n(n+1)< n+1/2 y n↔1/2 <
√

n(n↔1)+1, se tiene que

n <

√
2m
d


+

1
2
< n+1.

Por tanto n = f (m) y bm = a f (m).

55. S. Ulam introdujo la siguiente sucesión, sean u1 = 1 y u2 = 2. Construimos una sucesión creciente de
enteros. Un número entero un pertenece a la sucesión si puede escribirse de manera única como la suma
de dos números pertenecientes a la sucesión, es decir un = um +uk con m,k < n. Los primeros términos
son

1,2,3,4,6,8,11,13,16,18,26,28,36,38,47,48,53,57, . . .

Aparte de 1+2 = 3, ¿puede la suma de dos elementos consecutivos de la sucesión ser igual al siguiente
elemento de la sucesión, un+un+1 = un+2? ¿puede la suma de dos elementos consecutivos de la sucesión
pertenecer a la sucesión, un +un+1 = um? (ver [14]).

Solución. La segunda respuesta es sı́. Los números 62 y 69 son dos términos consecutivos de la sucesión,
y su suma, 131, también pertenece a la sucesión.
Sin embargo, en general un + un+1 = un+2 no puede suceder. Supongamos por contradicción que
un+2 = un + un+1, y consideremos el número s := un↔1 + un+1. Como un↔1 < un < un+1, tenemos que
un+1 < s < un +un+1 = un+2. Ahora probaremos que s pertenece a la sucesión, lo cual contradice la des-
igualdad anterior. Para probar esto, tenemos que demostrar que s se puede escribir de forma única como
esa suma de elementos de la sucesión. Supongamos que s = ua + ub con a < b ↓ n+ 1. Si b = n+ 1,
entonces ua = un↔1, pero si a < n↔1, entonces ua +un+1 ↓ un↔2 +un+1 < un↔1 +un+1 = s, por lo tanto
la única posibilidad con b = n+1 es la representación original. Ahora, si b ↓ n, entonces ambos ua y ub
son menores o igual a un, y por lo tanto ua +ub ↓ un↔1 +un < un↔1 +un+1 = s. Ası́, concluimos que s
puede escribirse de forma única como suma de dos elementos de la sucesión, y por lo tanto pertenece a
la sucesión. Como explicamos antes, esto es una contradicción y se concluye que un+2 = un + un+1 no
puede ocurrir.

56. (Teorema de Toeplitz) Sea {cn,k : 1 ↓ k ↓ n,n ↑ 1} un arreglo de números reales tales que

a) lı́mn⇑! cn,k = 0 para cada k → N.
b) lı́mn⇑! ∀n

k=1 cn,k = 1.
c) Existe C > 0 tal que para todo n,
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n

∀
k=1

|cn,k|↓C.

Pruebe que para cualquier sucesión convergente {an} la sucesión {bn} dada por bn := ∀n
k=1 cn,kak donde

n ↑ 1, es también convergente. Y además lı́mn⇑! an = lı́mn⇑! bn.

Solución. Sea a → R. En el caso an = a para todo n, tenemos lı́mn⇑! bn = a · lı́mn⇑! ∀n
k=1 cn,k = a.

Ahora supongamos que lı́mn⇑! an = a, y notemos que considerando la nueva sucesión a⇐n := an ↔ a,
basta considerar el caso donde la sucesión tiende a cero. Como {an} tiende a cero, dado ! > 0 existe n1
tal que |an| < !/2C para n ↑ n1. Por ser {an} convergente, también es acotada, digamos por D > 0. Y
por a) existe n2 tal que ∀n1↔1

k=1 |cn,k|< !/2D para n ↑ n2. Luego,

|bn|↓
n1↔1

∀
k=1

|cn,k| · |ak|+
n

∀
k=n1

|cn,k| · |ak|↓ D
n1↔1

∀
k=1

|cn,k|+
!

2C

n

∀
k=n1

|cn,k|<
!
2
+

!
2
= !,

para n ↑ máx{n1,n2}. Por tanto lı́mn⇑! bn = 0.

57. Sean (an)n y (bn)n dos sucesiones de números positivos tales que

lı́m
n⇑!

an

a1 +a2 + · · ·+an
= 0, lı́m

n⇑!

bn

b1 +b2 + · · ·+bn
= 0.

Demuestre que la sucesión definida por

rn = a1bn +a2bn↔1 + · · ·+anb1,

es tal que
lı́m
n⇑!

rn

r1 + r2 + · · ·+ rn
= 0.

Solución. Consideremos An = a1 +a2 + · · ·+an, Bn = b1 +b2 + · · ·+bn, Rn = r1 + r2 + · · ·+ rn y

cn,k =
an↔k+1Bk

a1Bn +a2Bn↔1 + · · ·+anB1
.

Mostraremos que {cn,k} satisface las condiciones del ejercicio anterior. Fijado k, tenemos

cn,k ↓
an↔k+1Bk

a1 +a2 + · · ·+an↔k+1
↔⇑ 0

cuando n ⇑ !, y claramente ∀n
k=1 cn,k = 1. Observe también que

rn

Rn
=

a1bn +a2bn↔1 + · · ·+anb1

a1Bn +a2Bn↔1 + · · ·+anB1
= cn,1

b1

B1
+ cn,2

b2

B2
+ · · ·+ cn,n

bn

Bn
.

Luego por el ejercicio anterior lı́mn⇑!
rn
Rn

= lı́mn⇑!
bn
Bn

= 0.

58. Demuestre que si (an)n es una sucesión tal que toda subsucesión (bn)n es tal que

lı́m
n⇑!

∣∣∣
bn+1

bn

∣∣∣↓ 1,

entonces existen a lo más dos puntos a los que converge toda subsucesión convergente.
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Solución. Notemos que {an} debe ser acotada. De otra forma, podemos considerar una subsucesión {bn}
tal que |bn+1/bn|↑ 2, contradiciendo la hipótesis. Por contradicción suponemos que {an} tiene al menos
dos puntos lı́mites distintos s y t con s ≃= ↔t. Entonces hay subsucesiones {bn} y {cm} disjuntas tales
que convergen a s y t respectivamente. Ahora definimos {di},

di =

{
b(i+1)/2 si i es impar,
ci/2 si i es par.

Como para esta subsucesión lı́mi⇑! |di+1/di| no existe, entonces obtenemos la contradicción.

59. De un ejemplo de una sucesión (an)n→N tal que para todo m → N existe una subsucesión (ank(m))n→N, de
modo ésta que converge a m.

Solución. Consideremos la sucesión {an}n = {1,1,2,1,2,3,1,2,3,4,1,2,3,4,5, · · ·}. Esta claramente
satisface lo pedido.

60. Utilizando la definición de lı́mite superior dada en el Ejemplo 1.42, demuestre que

a) lı́msupn⇑!(xn + yn)↓ lı́msupn⇑! xn + lı́msupn⇑! yn.
b) lı́msupn⇑!(xnyn)↓ (lı́msupn⇑! xn)(lı́msupn⇑! yn), cuando xn,yn > 0.

Construya ejemplos donde las desigualdades son estrictas.

Solución. Para la parte a), notemos que si fijamos n y consideramos k⇐ ↑ n, tenemos

xk⇐ + yk⇐ ↓ sup{xk : k ↑ n}+ sup{yk : k ↑ n},

por lo tanto sup{xk + yk : k ↑ n} ↓ sup{xk : k ↑ n}+ sup{yk : k ↑ n}, y tomando lı́mite cuando n ⇑ !
obtenemos la desigualdad deseada.
Para la parte b), notemos que si fijamos n y consideramos k⇐ ↑ n, usando que las sucesiones son positivas
se tiene que

xk⇐yk⇐ ↓ sup{xk : k ↑ n}yk⇐ ↓ sup{xk : k ↑ n}sup{yk : k ↑ n},

por lo tanto sup{xkyk : k ↑ n} ↓ sup{xk : k ↑ n}sup{yk : k ↑ n}, y tomando lı́mite cuando n ⇑ ! obte-
nemos la desigualdad deseada.
Para a) consideramos xn = (↔1)n e yn = (↔1)n+1. Para b) consideramos xn = 2(↔1)n e yn = 2(↔1)n+1 .

61. Sea (an)n una sucesión de números positivos tal que

lı́m
n⇑!

an = 0.

Demuestre que existen infinitos ı́ndices ni → N que satisfacen ani > am para todo m > ni.

Solución. Consideremos Sn := supk↑n ak y notemos que esta sucesión es no creciente con lı́mn⇑! Sn =
lı́msupn⇑! an = 0. Como la sucesión (an)n es de términos positivos, deben existir infinitos ı́ndices ni
con Sni+1 < Sni . Esto ocurre cuando ani > supk↑ni+1 ak, obteniendo el resultado.

62. Demuestre que

lı́m
n⇑!

log(n+1)
logn

= 1.

Solución. Observamos que
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log(n+1)
logn

=
log(n+1)↔ logn

logn
+1 = log

(n+1
n

) 1
logn

+1 = log
(

1+
1
n

)n 1
n logn

+1 ⇑n⇑! 1,

donde hemos usado los Ejercicios 12 y 17 al final.

63. Demuestre que
lı́m
n⇑!

n⇓n! =+!.

Solución. Sea n ↑ 2. En el producto n! = 1 ·2 · . . . ·n hay al menos △n/2▽+1 factores mayores o iguales
que n/2. Luego, se tiene que

n! ↑ (n/2)△n/2▽+1 ↑ (n/2)n/2 .

Por lo tanto n⇓n! ↑ (n/2)1/2. Finalmente concluimos que lı́mn⇑!
n⇓n! =+!, pues lı́mn⇑!

√
n/2 =+!.

64. Sean (xn)n, (yn)n dos sucesiones, demuestre que:

a) Si lı́mn⇑! xn =+! e (yn)n es acotada inferiormente, entonces

lı́m
n⇑!

(xn + yn) = +!.

Solución. Como (yn)n es acotada inferiormente, existe M →R tal que para todo n →N se tiene yn ↑ M.
Sea K > 0. Como lı́mn⇑! xn = +!, existe N → N tal que para todo n ↑ N tenemos que xn > K ↔M.
De aqui se sigue el resultado pues para n ↑ N se tiene

xn + yn ↑ xn +M > (K ↔M)+M = K.

b) Si lı́mn⇑! xn =+! y existe c > 0 tal que yn > c para todo n → N, entonces

lı́m
n⇑!

xnyn =+!.

Solución. Sea M > 0. Como lı́mn⇑! xn =+!, existe N →N suficientemente grande de modo que para
n > N se tiene xn > M/c. Como además yn > c, entonces para n > N, se obtiene xnyn > (M/c) ·c = M.

c) Sea xn > 0 para todo n → N, entonces

lı́m
n⇑!

xn = 0 ̸ lı́m
n⇑!

1
xn

=+!.

Solución. Sea M > 0. Si lı́mn⇑! xn = 0, existe N → N tal que para todo n > N se tiene |xn|< 1/M, es
decir M < 1/xn donde usamos que xn > 0. Por lo tanto lı́mn⇑!

1
xn

=+!.
Por otra parte suponga que lı́mn⇑!

1
xn

=+!. Dado ! > 0, escogemos M > 0 suficientemente grande
de modo que ! > 1/M por la propiedad Arquimediana. Por lı́mn⇑!

1
xn

= +!, existe N → N tal que
para todo n > N, se tiene que M < 1/xn. Luego, para n grande, tenemos |xn| < 1/M < ! de donde
lı́mn⇑! xn = 0.

65. Sean (xn) e (yn) dos sucesiones tales que xn, yn > 0. Demuestre que

a) Si existe c > 0 tal que xn > c para todo n → N y si lı́mn⇑! yn = 0, entonces

lı́m
n⇑!

xn

yn
=+!.

b) Si (xn)n es acotada y lı́mn⇑! yn =+!, entonces

lı́m
n⇑!

xn

yn
= 0.
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Solución. Sean (xn) y (yn) sucesiones con xn,yn ↑ 0 para todo n → N.

a) Sea M > 0. Como lı́mn⇑! yn = 0, existe N → N tal que para todo n ↑ N se tiene que yn <
c
M . Luego,

para n ↑ N se tiene xn
yn

> c
yn

> M. De aqui se obtiene el resultado.
b) Como (xn) es acotada, existe B > 0 tal que para todo n se tiene xn ↓ B. Para todo n se cumple 0 ↓

xn
yn

↓ B
yn
. Como lı́mn⇑! yn =+! se tiene lı́mn⇑!

B
yn

= 0. Concluimos con el Teorema del Sandwich.

66. Sea (an)n una sucesión tal que

am +an ↔1 < am+n < am +an +1.

Demuestre que el siguiente lı́mite existe
lı́m
n⇑!

an

n
.

Es más, si denotamos por & el valor del lı́mite entones

&n↔1 < an < &n+1.

Solución. Sean n ↑ 1 y m ↑ 1 fijos, y escribimos n = km+ r con 0 ↓ r < m. Aplicando la desigualdad
dada reiteradamente se obtiene akm < kam +(k↔1), y luego, usando la desigualdad nuevamente,

an = akm+r < akm +ar +1 ↓ kam + k↔1+ar +1 = kam +ar + k.

Dividiendo entre n = km+ r, tenemos

an

n
↓ kam +ar + k

km+ r
=

am

m
· km

km+ r
+

ar + k
km+ r

.

Tomando k ⇑ ! (es decir, n ⇑ !) se obtiene

lı́msup
n⇑!

an

n
↓ am

m
.

Como esto vale para todo m ↑ 1,
lı́msup

n⇑!

an

n
↓ ı́nf

m↑1

am

m
.

De manera análoga, usando la desigualdad inferior am+n > am +an ↔1, se obtiene

lı́minf
n⇑!

an

n
↑ sup

m↑1

am ↔1
m

.

Tomando m ⇑ !,
lı́minf

n⇑!

an

n
= lı́msup

n⇑!

an

n
=: &.

Esto prueba que lı́mn⇑! an/n = & existe. Finalmente, tomando m = 1 en la desigualdad original:

an+1 < an +a1 +1, an+1 > an +a1 ↔1,

y aplicando inducción sobre n, se obtiene &n↔1 < an < &n+1 para todo n ↑ 1.

67. Sea (an)n una sucesión de números positivos y sea

tn =


a1 +

√
a2 + · · ·+

⇓
an.

Sea
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lı́msup
n⇑!

log logan

n
= ∃.

Demuestre que

a) si ∃ < log2, entonces la sucesión (tn)n converge,
b) si ∃ > log2, entonces la sucesión (tn)n diverge.

Solución. Claramente tn es una sucesión estrictamente creciente. Si ∃ < log2, entonces existe n0 →N tal
que log(logan)< n · log2 para n ↑ n0. O de otra forma an < e2n para n ↑ n0. Por tanto

tn ↓

√

a1 + · · ·+



an0↔1 +

√
e2n0 + · · ·+

⇓
e2n ↓

√

a1 + · · ·+



an0↔1 + e2n0

√
1+ · · ·+

⇓
1.

Luego, usando el Ejemplo 1.33 tenemos

tn ↓


a1 + · · ·+

√

an0↔1 + e2n0 · 1+
⇓

5
2

.

Por tanto (bn)n→N es una sucesión creciente y acotada superiormente, es decir convergente. Ahora supo-
nemos que ∃ > log2. Por hipótesis, dado 0 < ! < ∃ ↔ log2, existe n0 tal que log(logan) > n · (∃ ↔ !)
para n ↑ n0. Sea % := e∃↔! > 2, en tal caso an > e% n para n ↑ n0. Por lo tanto

tn =


a1 + · · ·+

√
an0 + · · ·+

⇓
ean >

√

a1 + · · ·+



an0 + · · ·+ e
%n

2n↔n0+1 > e

(
%
2

)n

,

y ası́ (bn) diverge a infinito.

68. Definimos el n-ésimo iterado de la función seno por

sen1 x = senx, senn x = sen(senn↔1 x).

Demuestre que si senx > 0 entonces
lı́m
n⇑!

senn x = 0.

Es más

lı́m
n⇑!


n
3

senn x = 1.

Solución. Sea s1 = senx > 0. Denotamos sn = senn x, y en particular, sn+1 = sen(sn). Primero proba-
remos que sn ⇑ 0. Para t → (0,1] se cumple la desigualdad estricta sen(t) < t, pues la función seno es
estrictamente menor que la función identidad en (0,1]. En particular, si sn → (0,1] entonces

0 < sn+1 = sen(sn)< sn.

Como s1 → (0,1], por inducción los elementos de (sn) están en (0,1] y son estrictamente decrecientes.
Por tanto la sucesión converge a un lı́mite L ↑ 0. Tomando el lı́mite cuando n ⇑+! en sn+1 = sen(sn)
se obtiene que L = sen(L), cuya única solución no negativa es L = 0.
En segundo lugar probaremos que lı́mn⇑!

√ n
3 sn = 1. Para t cerca de cero usamos la expansión de Taylor

de orden 3 de donde sen t = t ↔ t3

6 +R(t) con R(t) = O(t5) cuando t ⇑ 0. Es decir, existen constantes
C > 0 y ∀ > 0 tales que si 0 < t < ∀ entonces |R(t)| ↓ Ct5. Como sn ⇑ 0, existe N tal que para todo
n ↑ N se tiene 0 < sn < ∀ . Usando la expansión de Taylor tenemos sn+1 = sn ↔ s3

n
6 +R(sn). Usando la

identidad algebraica
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∋n :=
1

s2
n+1

↔ 1
s2

n
=

(sn ↔ sn+1)(sn + sn+1)

s2
n+1s2

n
,

y sustituyendo sn ↔ sn+1 =
s3
n
6 ↔R(sn), obtenemos

∋n =

( s3
n
6 ↔R(sn)

)
(sn + sn+1)

s2
n+1s2

n
.

Como sn+1 ∋ sn cuando n ⇑ !, para n grande los factores sn + sn+1 y s2
n+1s2

n son asintóticamente pro-
porcionales a 2sn y s4

n respectivamente. Más precisamente, usando la desigualdad |R(sn)| ↓ Cs5
n y que

sn+1 ↑ sn/2 para n suficientemente grande (pues sn+1/sn ⇑ 1), se deduce que existe una sucesión !n ⇑ 0
tal que

∋n =
1
3
+ !n.

Sumando las igualdades para n = N,N +1, . . . ,N + k↔1 se obtiene

1
s2

N+k
↔ 1

s2
N
=

k↔1

∀
j=0

∋N+ j =
k
3
+

k↔1

∀
j=0

!N+ j.

Dividiendo por k y haciendo k ⇑ !, como !n ⇑ 0 la suma de los !n’s dividida por k tiende a 0 (por el
Ejercicio 21). Por tanto

lı́m
k⇑!

1
k

( 1
s2

N+k
↔ 1

s2
N

)
=

1
3
,

lo que implica 1
s2
n
= n

3 +On⇑!(1). De aquı́ se sigue que sn ∋
√

3
n , es decir lı́mn⇑!

√ n
3 sn = 1.

69. Sean (an)n y (bn)n dos sucesiones de números reales. Suponga que (bn)n es estrictamente creciente y no
acotada y que el siguiente lı́mite existe

lı́m
n⇑!

an+1 ↔an

bn+1 ↔bn
= L.

Demuestre que lı́mn⇑!
an
bn

= L.

Solución. Sea ! > 0. Existe N → N tal que para todo k ↑ N tenemos L↔ ! ↓ ak+1↔ak
bk+1↔bk

↓ L+ !. Para
m > n ↑ N sumando las desigualdades anteriores desde k = n hasta k = m↔1 se obtiene

(L↔ !)(bm ↔bn)↓ am ↔an ↓ (L+ !)(bm ↔bn).

Dividiendo por bm y reordenando, usando am = an +(am ↔an), se llega a

an

bm
+(L↔ !)

(
1↔ bn

bm

)
↓ am

bm
↓ an

bm
+(L+ !)

(
1↔ bn

bm

)
.

Como bm ⇑m⇑! +! (pues (bn) es creciente no acotada), para cada n fijo se tiene an
bm

⇑ 0 y bn
bm

⇑ 0.
Haciendo m ⇑ ! en las desigualdades anteriores obtenemos

L↔ ! ↓ lı́minf
m⇑!

am

bm
↓ lı́msup

m⇑!

am

bm
↓ L+ !.

Al ser ! > 0 arbitrario, se concluye que lı́mn⇑!
an
bn

= L.

70. Sea (an)n la sucesión definida por
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an = 1+
1
2
+

1
3
+ . . .

1
n
.

Demuestre que a pesar de que (an)n es divergente, para todo p → N tenemos que

lı́m
n⇑!

(an+p ↔an) = 0.

Solución. Dado que el lı́mite de la suma es igual a la suma de los lı́mites,

lı́m
n⇑!

an+p ↔an = lı́m
n⇑!

p

∀
i=1

1
n+ i

=
p

∀
i=1

lı́m
n⇑!

1
n+ i

= 0.

71. El siguiente resultado lo utiliza P. Walters en su demostración del Teorema de Oseledets [15, Lemma 1].
Demuestre que si an, bn > 0 para n ↑ 1 entonces

lı́msup
n⇑!

1
n

log(an +bn) = máx
{

lı́msup
n⇑!

1
n

logan, lı́msup
n⇑!

1
n

logbn

}

y

lı́minf
n⇑!

1
n

log(an +bn)↑ máx
{

lı́minf
n⇑!

1
n

logan, lı́minf
n⇑!

1
n

logbn

}
.

Solución. Como el logaritmo es creciente, tenemos

máx
{

1
n

logan,
1
n

logbn

}
↓ 1

n
log(an +bn),

lo que implica la segunda desigualdad pues lı́minfn⇑! máx{xn,yn}↑ máx{lı́minfn⇑! xn, lı́minfn⇑! yn}
para cualquier par de sucesiones {xn} e {yn}. Similarmente, se obtiene que

lı́msup
n⇑!

1
n

log(an +bn)↑ máx
{

lı́msup
n⇑!

1
n

logan, lı́msup
n⇑!

1
n

logbn

}

pues lı́msupn⇑! máx{xn,yn} = máx{lı́msupn⇑! xn, lı́msupn⇑! yn} para cualquier par de sucesiones
{xn} e {yn}. Para concluir la igualdad en este caso, observe que debemos probar

lı́msup
n⇑!

1
n

log(an +bn)↓ lı́msup
n⇑!

1
n

logmáx{an,bn}.

Como
1
n

log(an +bn)↓
1
n

log(2máx{an,bn}) =
1
n

log2+
1
n

logmáx{an,bn},

se obtiene la desigualdad deseada.

72. Construya un sucesión de números naturales (an)n (cero no es considerado como número natural) tal que

lı́m
n⇑!

a1 +a2 + · · ·+an

n
= !,

mientras que
lı́m
n⇑!

n
⇓

a1a2 · · ·an < !.

Observe que a cada sucesión de números naturales se le puede asociar, mediante la descomposición en
fracciones continuas, un número real en el intervalo [0,1]. Los ejemplos construı́dos en este ejercicio
pueden entenderse como ejemplos de números reales para los que su descomposición en fracciones con-
tinuas posee las propiedades antes mencionadas. Es posible demostrar que casi todo número real en [0,1]
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satisface las propiedades requeridas (ver [5, p.83]).

Solución. Consideremos la sucesión (an)n definida por a2n = 22n y para los k que no son de la forma
k = 2n definimos ak = 1. Llamemos sn := ∀n

k=1 ak y pn := ( n
k=1ak. Notemos que lı́minfn

sn
n se alcanza

en la subsucesión s2n↔1
2n↔1 , y que lı́msupn

n
⇓pn se alcanza en la subsucesión 2n⇓p2n . Entonces se tiene que

s2n↔1

2n ↔1
=

1+ · · ·+1+(1+2+ · · ·+22(n↔1))

2n ↔1
↑ (22)n ↔1

2n ↔1
=

4n ↔1
2n ↔1

↔⇑n⇑! +!.

Por otra parte, 2n⇓p2n =
2n⇓

1 ·2 ·4 · · ·22n = 2(2(1+2+···+n)/2n) ↔⇑ 1 cuando n ⇑ +!. Con esto se tiene
que

1 ↓ lı́m
n⇑!

n
⇓

pn ↓ lı́msup
n⇑!

n
⇓

pn = lı́m
n⇑!

2n⇓p2n = 1,

y por otra parte
lı́m
n⇑!

sn

n
↑ lı́minf

n⇑!

sn

n
= lı́m

n⇑!

s2n↔1

2n ↔1
=+!.

73. Construya un sucesión de números naturales (an)n tales que

lı́msup
n⇑!

a1 +a2 + · · ·+an

n
< !,

y uno de los siguientes lı́mites exista mientras que el el otro no:

lı́m
n⇑!

n
⇓

a1a2 · · ·an y lı́m
n⇑!

a1 +a2 + · · ·+an

n

Solución. Construimos una sucesión (an)n↑1 con términos en N>0 por concatenación de bloques alter-
nados A1,B1,A2,B2, . . . de la manera siguiente. Cada bloque Ak consiste únicamente en el número 2
repetido nk veces:

Ak = (2,2, . . . ,2  
nk términos

).

Cada bloque Bk consiste en la repetición mk veces del patrón (1,1,4):

Bk = 1,1,4, 1,1,4, . . . ,1,1,4  
3mk términos

.

Fijamos las longitudes (nk) y (mk) recursivamente para forzar dominancias alternadas. Definimos S0 := 0
y Sk := Sk↔1 +nk +3mk para k ↑ 1, donde (nk) y (mk) se definen como






n1 = 1, m1 = 1,

para k ↑ 1 : nk+1 = (Sk +1)2, mk+1 = 1 (hace que Ak+1 domine),

para k ↑ 1 : nk+2 = 1, mk+2 = (Sk+1 +1)2 (hace que Bk+2 domine).

Es decir, alternativamente hacemos un bloque A muy largo (cuadrático respecto de la longitud total
previa) y luego un bloque B muy largo, etc. Esto define de forma explı́cita todas las longitudes.

Propiedades de los bloques. Observemos que para todo bloque:

La media aritmética de cualquier bloque Ak es

2+ · · ·+2
nk

= 2.
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La media aritmética de cualquier bloque Bk (longitud 3mk) es

1+1+4+ · · ·+1+1+4
3mk

=
6mk

3mk
= 2.

La media geométrica de un bloque Ak es 2; la media geométrica de un bloque Bk es

(1 ·1 ·4)1/3 = 41/3 = 22/3.

En términos de logaritmos, el promedio de loga j en Ak es log2, y en Bk es (2/3) log2.

La media aritmética converge a 2. Sea S(n) =∀n
j=1 a j y considere ı́ndices n que coincidan con el extremo

derecho de un bloque completo (después de concatenar varios bloques completos). Si hemos concatenado
hasta el bloque Br (es decir, n = Sr), entonces la suma total es la suma de las sumas de los bloques y la
longitud total es Sr. Como cada bloque tiene media aritmética exactamente 2, se tiene

S(Sr)

Sr
= 2.

Si n no coincide con el final de un bloque, entonces n está dentro de algún bloque, y la desviación de
S(n)/n respecto de 2 viene dada por la contribución parcial del bloque incompleto; esa contribución
relativa es como mucho del orden de longitud del bloque

Sr+longitud del bloque . Pero por la elección recursiva las longitudes de
los bloques tienden a infinito y dominan la longitud previa cuando se desea dominancia, por lo que las
contribuciones parciales relativas tienden a 0. Formalmente: si n → (Sr↔1,Sr] entonces

∣∣∣
S(n)

n
↔2

∣∣∣↓
C · (n↔Sr↔1)

n
↓ C · (Sr ↔Sr↔1)

Sr↔1 +(Sr ↔Sr↔1)

con una constante C absolute (por ejemplo C ↓ 4 pues los términos valen en {1,2,4}). Como Sr↔Sr↔1 ⇑
! y las longitudes crecen de la forma escogida, el término de la derecha tiende a 0. Ası́

lı́m
n⇑!

S(n)
n

= 2.

La media geométrica no tiene lı́mite. Sea

G(n) := n

√
n

#
j=1

a j = exp
(1

n

n

∀
j=1

loga j

)
.

Basta mostrar que el promedio de los loga j no converge. Denotemos

L(n) :=
1
n

n

∀
j=1

loga j.

Calculemos L(Sr), el promedio al final de un bloque completo (después de r bloques). La suma de los
logs hasta Sr es la suma de las contribuciones de cada bloque; para cada bloque Ak la contribución media
por término es log2, para cada Bk es (2/3) log2. Entonces

L(Sr) =
∀k↓r con Ak

(
nk log2

)
+∀k↓r con Bk

(
3mk · 2

3 log2
)

Sr

=

(
#términos en bloques A

)
log2+

(
#términos en bloques B

) 2
3 log2

Sr
.
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Sea A↓r la cantidad total de términos provenientes de bloques de tipo A hasta Sr, y B↓r la cantidad total
de términos provenientes de bloques tipo B hasta Sr. Entonces

L(Sr) =

(
A↓r

Sr

)
log2+

(
B↓r

Sr

)
2
3

log2.

Por la construcción recursiva de las longitudes tenemos que, para los ı́ndices pares r = 2k, justo después
de haber colocado un bloque A muy largo (recordar que en la definición nk+1 = (Sk +1)2), la proporción

A↓r

Sr

es arbitrariamente cercana a 1 (más exactamente, mayor que 1↔ 1/(Sr↔1 + 1)). Ası́, tomaremos una
subsecuencia de ı́ndices r para los cuales

L(Sr)⇑ log2.

Análogamente, para los ı́ndices impares correspondientes al final de un bloque B muy largo la proporción
de términos provenientes de bloques B es arbitrariamente cercana a 1, y por tanto existe otra subsecuencia
de ı́ndices r⇐ para los cuales

L(Sr⇐)⇑
2
3

log2.

Como log2 ≃= 2
3 log2, las dos sucesiones subsecuenciales de L(n) tienden a lı́mites distintos, luego L(n)

no converge. En consecuencia G(n) = exp(L(n)) tampoco converge.

Conclusión. La sucesión construida satisface:

lı́msup
n⇑!

a1 + · · ·+an

n
< ! (en realidad la media converge a 2),

la media aritmética converge (a 2), y la media geométrica n
⇓

a1 · · ·an no tiene lı́mite. Además todos los
an son enteros positivos (valen en {1,2,4}), por lo que cumple las condiciones pedidas.

74. El siguiente resultado aparece en [2, Lemma 3.1]. Sea (an)n una sucesión de números reales y sea

c = lı́msup
n⇑!

an

n
.

Pruebe que existe una sucesión (bn)n de números reales positivos tales que

!

∀
n=1

bn exp(an ↔ns) =

{
finito s > c.
! s ↓ c,

y

lı́m
n⇑!

bn

bn+1
= 1.

Solución. Si ∀!
n=1 exp(an↔nc)< !, escogemos {nk}k→N tal que lı́mk⇑!

nk
nk+1

y !k :=
ank
nk

↔c ⇑ 0 cuando
k ⇑ !. Considerando

bn = exp
(

n
(

nk ↔n
nk ↔nk↔1

!k↔1 +
n↔nk↔1

nk ↔nk↔1
!k

))
,

para nk↔1 ↓ n < nk se puede probar lo pedido.

75. Sea (pn)N∪{0} una sucesión de términos positivos tales que
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lı́m
n⇑!

pn

p0 + p1 + · · ·+ pn
= 0.

Sea (an)n una sucesión tal que bn = a0+a1+ · · ·+an satisface lı́mn⇑! bn = L. Demuestre que la sucesión
definida por

sn =
pnb0 + pn↔1b1 + · · ·+ p0bn

p0 + p1 + · · ·+ pn

es tal que lı́mn⇑! sn = L. Construya sucesiones (an)n y (pn)n, con pn → R tales que

lı́m
n⇑!

(a1 +a2 + · · ·+an) = !,

pero (sn)n converge. Este método de sumar se denomina Suma de Nörlund y generaliza las sumas de
Cesàro.

Solución. Denotemos Pn := p0+ p1+ · · ·+ pn. Fijamos ! > 0. Entonces, existe K →N tal que |bk↔L|< !
para todo k ↑ K. Ahora observemos que para cada 0 ↓ k ↓ K ↔ 1, Pn↔k ↓ Pn, por lo tanto para n ↑ K
tenemos que

|sn ↔L|=

∣∣∣∣∣
1
Pn

n

∀
k=0

pn↔k(bk ↔L)

∣∣∣∣∣↓
1
Pn

K↔1

∀
k=0

pn↔k|bk ↔L|+ 1
Pn

n

∀
k=K

pn↔k|bk ↔L|

↓ máx
0↓ j↓K↔1

|b j ↔L|
K↔1

∀
k=0

pn↔k

Pn↔k
+ !.

Tomando limite superior cuando n ⇑ !, se obtiene lı́msupn⇑! |sn ↔L| ↓ ! . Como ! > 0 es arbitrario,
se concluye el resultado.
Por último construimos un ejemplo de sucesiones (an)n y (pn)n con las propiedades pedidas. Sea pn =
n+1 con n ↑ 0. Entonces tenemos que

p0 + p1 + · · ·+ pn = 1+2+ · · ·+(n+1) =
(n+1)(n+2)

2
.

De este modo podemos verificar que

pn

p0 + p1 + · · ·+ pn
=

n+1
(n+1)(n+2)

2

=
2

n+2
↔↔↔⇑
n⇑!

0,

por lo que se satisface la primera condición para (pn)n. Ahora definimos an =
(↔1)n

n+1 con n↑ 0. Las sumas
parciales de esta sucesión son

bn = a0 +a1 + · · ·+an = 1↔ 1
2
+

1
3
↔ 1

4
+ · · ·+ (↔1)n

n+1
.

Además, se sabe que el lı́mite L = lı́mn⇑! bn existe por el test de Leibniz. Luego, por la primera parte
del teorema se tiene que la sucesión

sn =
pnb0 + pn↔1b1 + · · ·+ p0bn

p0 + p1 + · · ·+ pn
=

(n+1)b0 +nb1 + · · ·+1 ·bn
(n+1)(n+2)

2

converge al lı́mite L → R.
A continuación construiremos el ejemplo buscado. Defina la sucesión de sumas parciales (bn) como
potencias de 2:

bn = 2n, para n ↑ 0
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Por lo tantp, la sucesión original (an) queda unicamente determinada por a0 = b0 = 1 y an = bn↔bn↔1 =
2n↔1 para n ↑ 1. Notemos que lı́mn⇑! bn = !.
A continuación, definimos la sucesión de pesos (pn),

p0 = 1,
p1 =↔4,
p2 = 4,
pn = 0, para todo n ↑ 3.

Calculamos la sucesión de sumas parciales Pn:

P0 = p0 = 1,
P1 = p0 + p1 =↔3,
Pn = p0 + p1 + p2 = 1↔4+4 = 1, para todo n ↑ 2.

Dado que Pn = 1 y pn = 0 para todo n ↑ 3, se verifica de inmediato la condición exigida sobre el
decaimiento de los pesos:

lı́m
n⇑!

pn

Pn
= lı́m

n⇑!

0
1
= 0

Evaluamos ahora la sucesión de medias de Nörlund, (sn). Para n ↑ 2, debido a que pk = 0 para k ↑ 3, la
sumatoria se reduce exclusivamente a tres términos, y el denominador es Pn = 1:

sn =
n

∀
k=n↔2

pn↔kbk = p0bn + p1bn↔1 + p2bn↔2

Sustituyendo las expresiones explı́citas de bk y pk:

sn = (1)2n +(↔4)2n↔1 +(4)2n↔2

Reescribiendo los términos en base a potencias homogéneas:

4 ·2n↔2 = 22 ·2n↔2 = 2n

↔4 ·2n↔1 =↔2 · (2 ·2n↔1) =↔2 ·2n

Sustituyendo en la expresión para sn:

sn = 2n ↔2 ·2n +2n = 0

Dado que sn = 0 para todo n ↑ 2, se concluye que:

lı́m
n⇑!

sn = 0

Con loq ue obtenemos el ejemplo con L = 0.
76. Construya una sucesión (an)n tal que para todo k → N y todo b > 1 se tiene

lı́m
n⇑!

nk

an
= 0, lı́m

n⇑!

an

bn = 0.

Solución. Considere, por ejemplo, an = 2
⇓

n. Como b > 1, existe r > 0 de modo que b = 2r, por tanto

lı́m
n⇑!

an

bn = lı́m
n⇑!

2
⇓

n

2rn = lı́m
n⇑!

2
⇓

n↔rn = 0.

Antes de calcular el segundo lı́mite, notamos que para xn = n2k/2n > 0,
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xn+1

xn
=

(n+1)2k

n2k · 2n

2n+1 ⇑n⇑!
1
2
< 1.

Luego lı́mn⇑! xn = 0 por lo visto en el capı́tulo. Para calcular el lı́mite pedido definimos yn = △
⇓

n▽.
Como yn ↓

⇓
n ↓ yn +1,

0 <
nk

2
⇓

n
↓ 2 · (yn +1)2k

2yn+1 ⇑n⇑! 0 =↗ lı́m
n⇑!

nk

2
⇓

n
= 0.

77. Sea ∀!
n=1 an una serie de términos positivos tal que la sucesión (an)n es eventualmente decreciente.

Demuestre que las series ∀!
n=0 an y ∀!

n=0 2na2n convergen o divergen simultáneamente.

Solución. Asumamos, sin pérdida de generalidad, que la sucesión (an)n es decreciente. Sean Sn =∀n
k=0 ak

y Tn = ∀n
k=0 2ka2k las sumas parciales de las series. Podemos escribir,

S1 = a0 +a1 = a0 +T0,

S3 = S1 +a2 +a3 ↓ a0 +T0 +a2 +a2 = a0 +T0 +2a2 = a0 +T1,

S7 = S3 +a4 +a5 +a6 +a7 ↓ a0 +T1 +4a4 = a0 +T2. (1.7)

En general, se puede probar por inducción que S2n↔1 ↓ a0 +Tn↔1. Por otra parte,

S2 = a0 +a1 +a2 ↑ a1 +a2 +a2 = a1/2+a2 +a1/2+a2 = a1/2+a2 +T1/2,
S4 = S2 +a3 +a4 ↑ T1 +a4 +a4 = a1/2+a2 +T1/2+2a4 = a1/2+a2 +T2/2,
S8 = S4 +a5 +a6 +a7 +a8 ↑ a1/2+a2 +T2/2+4a8 = a1/2+a2 +T3/2. (1.8)

Por inducción, se puede probar también que S2n ↑ a1/2+a2 +Tn/2. Como las dos sucesiones son posi-
tivas, o bien las sumas parciales crecen hasta el lı́mite, o divergen. Si la sucesión (Sn)n diverge a infinito,
por la primera desigualdad, (Tn)n también. Similarmente, por la segunda desigualdad si la sucesión Sn
converge, entonces (Tn)n también.

78. (Criterio de Schlömilch) Sea ∀!
n=1 an una serie de términos positivos tales que la sucesión (an)n es

eventualmente decreciente. Sea n0 < n1 < .. . una sucesión de enteros positivos tales que, como función
de k, el siguiente cuociente es acotado

nk+1 ↔nk

nk ↔nk↔1
.

Demuestre que las series ∀!
n=1 an y ∀!

k=1(nk+1 ↔nk)ank convergen o divergen simultáneamente.

Solución. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que los términos de la sucesión son decrecientes.
Definimos Sn := ∀n

k=1 ak, Tn := ∀n
k=0(nk+1 ↔nk)ank y Un := ∀n

k=0(nk ↔nk↔1)ank . Notemos que

Sn1 = Sn0 +an0+1 + · · ·+an1 ↑ Sn0 +(n1 ↔n0)an1 = Sn0 +U1,

Sn2 = Sn1 +an1+1 + · · ·+an2 ↑ Sn0 +U1 +(n2 ↔n1)an2 = Sn0 +U2. (1.9)

En general, se puede probar por inducción que Snk ↑ Sn0 +Uk. Por otra parte,

Sn1↔1 = Sn0↔1 +an0 + · · ·+an1↔1 ↓ Sn0↔1 +(n1 ↔n0)an0 = Sn0↔1 +T0,

Sn2↔1 = Sn1↔1 +an1 + · · ·+an2↔1 ↓ Sn0↔1 +T0 +(n2 ↔n1)an1 = Sn0↔1 +T1. (1.10)

Nuevamemente, se puede probar por inducción que Snk↔1 ↓ Sn0↔1 +Tk↔1. Por lo tanto, si Sn diverge, Tn
también. De la misma forma, si Un diverge, Sn también. Además como (nk+1 ↔nk)/(nk ↔nk↔1) es aco-
tado, podemos aplicar el test de comparación a las dos series Tn y Un para concluir que ambas convergen
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o ambas divergen.

79. Demuestre que la siguiente serie converge
!

∀
n=1

1
2
⇓

n
.

Solución. Utilizaremos el Criterio de Schlömilch del ejercicio anterior. Sea nk = k2, tenemos que
(k+1)2↔k2

k2↔(k↔1)2 = 2k+1
2k↔1 ↓ 3. Para estudiar la convergencia de ∀!

n=1 2↔
⇓

n, basta estudiar la convergencia de

∀!
k=1

(k+1)2↔k2

2
⇓

k2 = ∀!
k=1

2k+1
2k . Por el test del cuociente, observamos que

lı́m
k⇑!

2(k+1)+1
2k+1

2k+1
2k

= lı́m
k⇑!

2k+3
4k+2

=
1
2
< 1,

por lo tanto la serie converge.

80. (Criterio de Kummer) Sea ∀!
n=1 an una serie de términos positivos y (dn) una sucesión de términos

positivos. Asuma que el siguiente lı́mite existe

lı́m
n⇑!

(
dn ↔

an+1

an
dn+1

)
=: ).

a) Demuestre que si ) > 0, entonces la serie ∀!
n=1 an converge.

b) Demuestre que si ) < 0 y ∀!
n=1

1
dn

diverge, entonces la serie ∀!
n=1 an diverge.

Solución. Sea )n := dn ↔ an+1
an

dn+1. Para la parte a), consideremos k := )/2 > 0. Entonces, existe N →N
tal que )n ↑ k para todo n ↑ N, equivalentemente,

1
k
(andn ↔an+1dn+1)↑ an.

Dado m > N, sumando desde n = N hasta n = m tenemos

m

∀
n=N

an ↓
1
k
(aNdN ↔am+1dm+1)↓

1
k

aNdN .

Ası́, las sumas parciales de ∀an están acotadas por ∀N↔1
n=1 an+

1
k aNdN , y como ∀an es una serie de térmi-

nos positivos, se concluye que converge.

Para la parte b), notemos que existe N → N tal que )n ↓ 0 para todo n > N, y por lo tanto

dn↔1 ↔
an

an↔1
dn ↓ 0 =↗ andn ↑ an↔1dn↔1 ↑ · · ·↑ aNdN .

Ası́, para m ↑ N tenemos ∀m
n=N+1 an ↑ aNdN ∀m

n=N+1
1
dn

, y concluimos que la serie ∀an diverge.

81. (Test de Raabe) Sea ∀!
n=1 an una serie de términos positivos y supongamos que para todo n → N se tiene

que
an+1

an
= 1↔ %n

n
,

donde lı́mn⇑! %n = % . Demuestre que si % > 1 entonces la serie ∀!
n=1 an converge.

Solución. Notemos que an+1
an

= n↔1
n ↔ %n↔1

n , por lo tanto (n ↔ 1)↔ an+1
an

n = %n ↔ 1. Consideremos
dn = n↔1. Como ∀!

n=2 1/dn diverge, tenemos que lı́mn⇑!(dn ↔ an+1
an

dn+1) = % ↔1 > 0. Luego, la serie
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∀n an converge por el Criterio de Kummer (Ejercicio 82).

82. Investigue la convergencia de la serie

!

∀
n=1

1 ·3 ·5 · · ·(2n↔1)
2 ·4 ·6 · · ·(2n)(n+1)

.

Solución. Sea an =
1·3·5···(2n↔1)

2·4·6···(2n)(n+1) para n ↑ 1. Notamos que

an+1

an
=

(2n+1)(n+1)
(2n+2)(n+2)

=
2n2 +3n+1
2n2 +6n+4

= 1↔ 3(n+1)
2n2 +6n+4

= 1↔ 3n(n+1)/(2n2 +6n+4)
n

.

Sea además %n = 3n(n+1)/(2n2 +6n+4) para n ↑ 1. La serie converge por el Test de Raabe (Ejercicio
83) pues lı́mn⇑! %n =

3
2 > 1.

83. Demuestre que si las series de términos positivos ∀!
n=1 an y ∀!

n=1 bn convergen, entonces ∀!
n=1

√
a2

n +b2
n

también converge.

Solución. Dado que los términos son positivos, tenemos que a2
i +b2

i ↓ a2
i +2aibi +b2

i = (ai +bi)2. Lue-
go, por el Criterio de Comparación ∀!

n=1
√

a2
n +b2

n ↓ ∀!
n=1 an +∀!

n=1 bn < !.

84. Demuestre que si ∀!
n=1

√
a2

n +b2
n converge, entonces ∀!

n=1 an y ∀!
n=1 bn convergen absolutamente.

Solución. Este ejercicio resulta directamente de aplicar el Criterio de Comparación. Para esto basta no-
tamos que 0 ↓ |an|, |bn|↓

√
a2

n +b2
n.

85. Sea ∀!
n=1 an una serie convergente de términos positivos. Demuestre que ∀!

n=1
⇓anan+1 converge.

Solución. Por la desigualdad de la media aritmética-geométrica, 2⇓anan+1 ↓ an +an+1. Además ∀an y
∀an+1 convergen, ası́ ∀(an +an+1)/2 converge. Concluimos aplicando el Criterio de Comparación.

86. Demuestre que existe una constante K →R tal que para toda sucesión (an)n de números positivos se tiene

!

∀
n=1

n
a1 +a2 + · · ·+an

↓ K
!

∀
n=1

1
an

.

Solución. Sea Sn = a1 +a2 + · · ·+an, y m = △n/2▽. Por la desigualdad de Cauchy–Schwarz tenosm que

(n↔m)2 ↓
( n

∀
j=m+1

1
a j

)( n

∀
j=m+1

a j

)
↓
( n

∀
j=m+1

1
a j

)
Sn.

Como n↔m↑ n/2 obtenemos que n2

4Sn
↓∀n

j=m+1
1
a j

. Por lo tanto n
Sn

↓∀n
j=△n/2▽+1

1
a j

4
n de donde podemos

obtener el resultado con K = 4. Finalmente, notamos que cualquier constante K ↑ 4 también satisface lo
pedido.

87. Demuestre que si la serie de términos positivos ∀!
n=1 1/an es convergente entonces

!

∀
n=1

n2

(a1 +a2 + · · ·+an)2 an

es convergente.

Solución. Sea qn = a1+a2+ · · ·+an, con q0 = 0. Estimaremos SN =∀N
n=1(n/qn)2(qn↔qn↔1) en términos

de T = ∀!
n=1 1/an. Notemos que
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SN ↓ 1
a1

+
N

∀
n=2

n2

qnqn↔1
(qn ↔qn↔1) =

1
a1

+
N

∀
n=2

n2

qn↔1
↔

N

∀
n=2

n2

qn
=

1
a1

+
N↔1

∀
n=1

(n+1)2

qn
↔

N

∀
n=2

n2

qn

↓ 5
a1

+2
N

∀
n=1

n
qn

+
N

∀
n=2

1
qn.

Ahora, por la desigualdad de Cauchy–Schwarz, se tiene que (∀N
n=2

n
qn
)2 ↓ ∀N

n=2
n2

q2
n
an ∀N

n=2
1
an
, y por lo

tanto, SN ↓ 5
a1
+2

⇓
SNT +T . De aquı́ se tiene que

|
√

SN ↔
⇓

T |↓


5
a1

+2T .

Por lo tanto, nuestra serie es positiva y tiene sumas parciales acotadas, entonces converge.
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Capı́tulo 2
Funciones Reales

Algunos de los siguientes ejercicios aparecen en los textos de Bressoud [3], Courant y John [7], Gelbaum
y Olmsted [10], Hardy [11], Lima [14], Shakarchi [21], y en los textos de la Universidad Católica de
Valparaı́so [23] y de Zegarra [26].

1. Sean f ,g : X ⇑ R con lı́mx⇑a f (x) = L y lı́mx⇑a g(x) = M. Demuestre que,

a) lı́m
x⇑a

( f (x) ·g(x)) = L ·M.

b) Si M ≃= 0, entonces

lı́m
x⇑a

f (x)
g(x)

=
L
M
.

Solución.

a) Sea (xn)n una sucesión de números reales que converge a a. Por álgebra de lı́mites de sucesiones,

lı́m
n⇑!

( f (xn) ·g(xn)) = lı́m
n⇑!

f (xn) · lı́m
n⇑!

g(xn) = L ·M.

Como (xn)n es una sucesión arbitraria, el resultado se deduce del Teorema 2.5 que relaciona lı́mites
de funciones con lı́mites de sucesiones.

b) Sea (xn)n una sucesión de números reales que converge a a. Por álgebra de lı́mites de sucesiones,
usando que M ≃= 0, tenemos que

lı́m
n⇑!

f (xn)

g(xn)
=

lı́mn⇑! f (xn)

lı́mn⇑! g(xn)
=

L
M
.

Como (xn)n es una sucesión arbitraria, el resultado se deduce del Teorema 2.5 que relaciona lı́mites
de funciones con lı́mites de sucesiones.

2. Demuestre que
lı́m
x⇑a

senx = sena.

Solución. Para todo x → R tenemos que |senx|↓ |x|, luego concluı́mos que lı́mh⇑0 senh = 0. De aqui se
puede verificar que lı́mh⇑0 cos(h) = 1. Luego, por álgebra de lı́mites,

lı́m
x⇑a

sen(x) = lı́m
h⇑0

sen(a+h) = lı́m
h⇑0

(sena · cosh+ senh · cosa) = sena.

3. Calcular

a)

lı́m
x⇑0

tan(x) ↔ sen(x)
sen3(x)

.

41
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b)
lı́m

x⇑0+
x2/3

(⇓
x+2 ↔2

⇓
x+1 +

⇓
x
)

Solución. a) Primero notamos que

tan(x) ↔ sen(x)
sen3(x)

=
(1/cosx)↔1

sen2(x)
=

1
sen2(x)

· 1↔ cosx
cosx

=
1

(cosx)(1+ cos(x))
.

Luego obtenemos que

lı́m
x⇑0

tan(x) ↔ sen(x)
sen3(x)

= lı́m
x⇑0

1
(cosx)(1+ cos(x))

=
1
2
.

b) Como la función es continua, basta reemplazar x = 0. Por lo tanto

lı́m
x⇑0+

x2/3(
⇓

x+2↔2
⇓

x+1+
⇓

x) = 0.

4. Calcule los siguientes lı́mites, donde m, n → N y a, b → R con a > 0 y b > 0.

a)

lı́m
x⇑0

3⇓1+ x2 ↔ 4⇓1↔2x
x+ x3 , lı́m

x⇑a

⇓
x↔

⇓
a

x↔a
.

b)

lı́m
x⇑1

xm ↔1
xn ↔1

, lı́m
x⇑0

1
1↔ 1

x
.

c)

lı́m
x⇑0

sen2x
3x

, lı́m
x⇑1

1↔ x2

sen#x
.

d)

lı́m
x⇑a

senx↔ sena
x↔a

, lı́m
x⇑0

tan2x
sen3x

.

e)

lı́m
x⇑#/4

cosx↔ senx
cos2x

, lı́m
x⇑0

1↔
⇓

cosx
x2 .

f )
lı́m

x⇑#/2

(#
2
↔ x

)
tanx, lı́m

x⇑0

cosmx↔ cosnx
x2 .

g)

lı́m
x⇑0

5x2 arcsenx/3
sen3 2xcos2 x

, lı́m
x⇑#/2

senx+ senx↔2
sen2 x↔4senx+3

.

h)

lı́m
x⇑0

⇓
5↔

⇓
4+ cos2 x

sen2 x
, lı́m

x⇑0+

(
sen

√
1+1/x↔ sen

√
1/x

)
.

i)

lı́m
x⇑0

(
1

senx
↔ 1

tanx

)
, lı́m

x⇑0

1↔ cosx
x2 .

j)

lı́m
x⇑1

xn+1 ↔ (n+1)x+n
(x↔1)2 , lı́m

x⇑#/8

1↔2cosx
sen(x↔#/8)

.
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k)

lı́m
x⇑0

sen(#x)↔ sen(#x)cos(#x)
x2 senx

, lı́m
x⇑0

log(1+ x)
x

.

l)

lı́m
x⇑0

ax ↔bx

x
, lı́m

x⇑0

ex ↔ esenx

x↔ senx
.

m)
lı́m
x⇑0

(
x x⇓a↔1

)
, lı́m

x⇑a

x↔a
logx↔ loga

.

n)

lı́m
x⇑0

x


a+ x
a↔ x

, lı́m
x⇑0

(
ax +bx

2

)1/x

.

Solución.

a) Para el primer lı́mite observemos que

3⇓1+ x2 ↔ 4⇓1↔2x
x+ x3 =

3⇓1+ x2 ↔1
x+ x3 ↔

4⇓1↔2x↔1
x+ x3 .

Para el primer término, usamos a3 ↔b3 = (a↔b)(a2 +ab+b2). Tenemos

3⇓1+ x2 ↔1
x+ x3 =

(1+ x2)↔1
x(1+ x2)[( 3⇓1+ x2)2 + 3⇓1+ x2 +1]

=
x

(1+ x2)[( 3⇓1+ x2)2 + 3⇓1+ x2 +1]
,

que tiende a 0 cuando x ⇑ 0. Para el segundo término, usamos a4↔b4 = (a↔b)(a3+a2b+ab2+b3).
Tenemos

4⇓1↔2x↔1
x+ x3 =

(1↔2x)↔1
x(1+ x2)[( 4⇓1↔2x)3 +( 4⇓1↔2x)2 + 4⇓1↔2x+1]

=
↔2

(1+ x2)[( 4⇓1↔2x)3 +( 4⇓1↔2x)2 + 4⇓1↔2x+1]
,

que tiende a ↔ 1
2 cuando x ⇑ 0. Ası́,

3⇓1+ x2 ↔ 4⇓1↔2x
x+ x3 = 0↔

(
↔1

2

)
=

1
2
.

Para el segundo lı́mite, factorizando el denominador y simplificando, podemos usar la continuidad de
1⇓

x+
⇓

a en x = a para obtener

lı́m
x⇑a

⇓
x↔

⇓
a

x↔a
= lı́m

x⇑a

x↔a
(x↔a)(

⇓
x+

⇓
a)

= lı́m
x⇑a

1⇓
x+

⇓
a
=

1
2
⇓

a
.

b) Para el primer lı́mite, usamos la factorización xm ↔1 = (x↔1)(xm↔1 + xm↔2 + · · ·+1) para obtener

lı́m
x⇑1

xm ↔1
xn ↔1

= lı́m
x⇑1

xm↔1 + xm↔1 + · · ·+1
xn↔1 + xn↔2 + · · ·+1

=
m
n
,

donde en el segundo paso usamos la continuidad de xm↔1+xm↔1+···+1
xn↔1+xn↔2+···+1 en x = 1.

Para el segundo lı́mite, como 1
1↔1/x = x

x↔1 es una función continua en x = 0 tenemos que
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lı́m
x⇑0

1
1↔1/x

= lı́m
x⇑0

x
x↔1

= 0.

c) Para el primer lı́mite, reescribimos sen(2x)
3x = 2

3
sen(2x)

2x , usamos lı́mx⇑0
sen(2x)

2x = 1 por el Ejercicio 2.11,
de donde obtenemos

lı́m
x⇑0

sen(2x)
3x

=
2
3

lı́m
x⇑0

sen(2x)
2x

=
2
3
.

Para el segundo lı́mite usamos que sen(#x) = ↔sen(#(x↔1)). Ahora como lı́mx⇑1
(x↔1)

sen(x↔1) = 1 por
el Ejercicio 2.11, y además la función x+1 es continua en x = 1, obtenemos que

lı́m
x⇑1

1↔ x2

sen(#x)
= lı́m

x⇑1

1
#

#(x↔1)(x+1)
sen(#(x↔1))

=
2
#
.

d) Para el primer lı́mite, usamos la fórmula de la diferencia de senos en el numerador y obtenemos

lı́m
x⇑a

senx↔ sena
x↔a

= lı́m
x⇑a

(
2

x↔a
cos

(
x+a

2

)
sen

(
x↔a

2

))
.

Ahora reescribiendo este lı́mite y usando lı́mx⇑a
1

x↔a
2

sen( x↔a
2 ) = 1 resulta que

lı́m
x⇑a

senx↔ sena
x↔a

= lı́m
x⇑a

cos
(

x+a
2

)
sen

( x↔a
2
)

x↔a
2

= cosa.

Para el segundo lı́mite, desarrollamos la expresión usando la fórmula de sen(2x + x), sen(2x), y
cos(2x) para obtener

lı́m
x⇑0

tan(2x)
sen(3x)

= lı́m
x⇑0

2senxcosx
cos(2x)

sen(2x)cosx+ senxcos(2x)
= lı́m

x⇑0

2senxcosx
cos(2x)

2senxcos2 x+ senx(cos2 x↔ sen2 x)
.

Desarrollando y usando que 2cosx
cos(2x)(3cos2 x↔sen2 x) es continua en x = 0, tenemos que

lı́m
x⇑0

tan(2x)
sen(3x)

= lı́m
x⇑0

2senxcosx
cos(2x)

2senxcos2 x+ senx(cos2 x↔ sen2 x)
= lı́m

x⇑0

2cosx
cos(2x)(3cos2 x↔ sen2 x)

=
2
3
.

e) Para el primer lı́mite, usamos la fórmula cos(2x) = cos2 x↔ sen2 x = (cosx↔ senx)(cosx+ senx),

lı́m
x⇑#/4

cosx↔ senx
cos(2x)

= lı́m
x⇑#/4

cosx↔ senx
(cosx↔ senx)(cosx+ senx)

= lı́m
x⇑#/4

1
cosx+ senx

=
1⇓
2
.

Para el segundo lı́mite, usamos 1↔ cosx = (1↔
⇓

cosx)(1+
⇓

cosx). Tenemos

lı́m
x⇑0

1↔
⇓

cosx
x2 = lı́m

x⇑0

(
1↔ cosx

x2(1+
⇓

cosx)
· 1+ cosx

1+ cosx

)

= lı́m
x⇑0

(
sen2 x

x2 · 1
1+

⇓
cosx

· 1
1+ cosx

)
= 1 · 1

2
· 1

2
=

1
4
.

f ) Para el primer lı́mite, usamos senx = cos(#/2↔ x) y cosx = sen(#/2↔ x). Tenemos

lı́m
x⇑#/2

(#/2↔ x) tanx = lı́m
x⇑#/2

(#/2↔ x)
senx
cosx

= lı́m
x⇑#/2

#/2↔ x
sen(#/2↔ x)

cos(#/2↔ x) = 1.

Para el segundo lı́mite, observemos que
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cosmx↔ cosnx
x2 =

cos2 mx↔ cos2 nx
x2(cosmx+ cosnx)

=
sen2 nx↔ sen2 mx

x2(cosmx+ cosnx)
.

Ası́,

lı́m
x⇑0

cosmx↔ cosnx
x2 = lı́m

x⇑0

(
1

cosmx+ cosnx

)(
n2

( sennx
nx

)2
↔m2

( senmx
mx

)2
)
=

n2 ↔m2

2
.

g) Para el primer lı́mite, primero notamos que lı́mx⇑0
arcsin(x/3)

x/3 = 1 pues lı́mx⇑0
senx

x = 1. Luego obte-
nemos que

lı́m
x⇑0

5x2 arcsin(x/3)
sen(2x)3 cos2(x)

= lı́m
x⇑0

5
24cos2(x)

· (2x)3

sen(2x)3 · arcsin(x/3)
x/3

=
5

24

Para el segundo lı́mite, simplificamos y usamos la continuidad de 2
senx↔3 en x = #

2 para obtener

lı́m
x⇑#/2

2senx↔2
sen2 x↔4senx+3

= lı́m
x⇑#/2

2(senx↔1)
(senx↔1)(senx↔3)

=↔1.

h) Para el primer lı́mite, usamos (
⇓

5↔
⇓

4+ cos2 x)(
⇓

5+
⇓

4+ cos2 x) = 1↔cos2 x = sen2 x. Tenemos

lı́m
x⇑0

⇓
5↔

⇓
4+ cos2 x

sen2 x
= lı́m

x⇑0

1⇓
5+

⇓
4+ cos2 x

=
1

2
⇓

5
.

Para el segundo lı́mite, utilizando que sena↔senb = 2cos( a+b
2 )sen( a↔b

2 ) y que |senx|↓ |x|, tenemos

∣∣∣∣∣sen


1+
1
x
↔ sen


1
x

∣∣∣∣∣= 2

∣∣∣∣∣∣
sen





√
1+ 1

x ↔
√

1
x

2





∣∣∣∣∣∣
·

∣∣∣∣∣∣
cos





√
1+ 1

x +
√

1
x

2





∣∣∣∣∣∣

↓


1+
1
x
↔


1
x
=

⇓
x⇓

x+1+1
,

y el lado derecho tiende a cero cuando x ⇑ 0+. Ası́, se tiene que

lı́m
x⇑0+

sen


1+
1
x
↔ sen


1
x
= 0.

i) Para el primer lı́mite, desarrollamos la expresión y usamos la continuidad de lı́mx⇑0
senx

1+cosx en x = 0
para obtener,

lı́m
x⇑0

(
1

senx
↔ 1

tanx

)
= lı́m

x⇑0

1↔ cosx
senx

= lı́m
x⇑0

1↔ cos2 x
senx(1+ cosx)

= lı́m
x⇑0

senx
1+ cosx

= 0.

Para el segundo lı́mite, amplificamos la fracción por 1+ cosx y usamos que lı́mx⇑0
senx

x = 1 para
obtener

lı́m
x⇑0

1↔ cosx
x2 = lı́m

x⇑0

1↔ cosx
x2 · 1+ cosx

1+ cosx
= lı́m

x⇑0

( senx
x

)2 1
1+ cosx

=
1
2
.

j) Para el primer lı́mite, usamos el cambio de variable z = x↔1,

xn+1 ↔ (n+1)x+n
(x↔1)2 =

(z+1)n+1 ↔ (n+1)(z+1)+n
z2 =

1
z2

n+1

∀
k=2

(
n+1

k

)
zk =

n+1

∀
k=2

(
n+1

k

)
zk↔2.(2.1)

Por lo tanto,
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lı́m
x⇑1

xn+1 ↔ (n+1)x+n
(x↔1)2 = lı́m

z⇑0

n+1

∀
k=2

(
n+1

k

)
zk↔2 =

n(n+1)
2

.

Para el segundo lı́mite, amplificamos por (x↔ #
8 ) y escribimos

lı́m
x⇑#/8

1↔2cosx
sen(x↔#/8)

= lı́m
x⇑#/8

(x↔#/8)
sen(x↔#/8)

1↔2cosx
(x↔#/8)

.

Sin embargo el lı́mite por la derecha es lı́mx⇑#/8+
1↔2cosx

sen(x↔#/8) = ↔! y el lı́mite por la izquierda es
lı́mx⇑#/8↔

1↔2cosx
sen(x↔#/8) = +!, por lo tanto el lı́mite no existe.

k) Para el primer lı́mite, usando (1↔ cos#x)(1+ cos#x) = 1↔ cos2 #x = sen2 #x, tenemos

lı́m
x⇑0

sen#x(1↔ cos#x)
x2 senx

= #3 lı́m
x⇑0

sen#x
#x

· sen2 #x
#2x2 · x

senx
· 1

1+ cos#x
=

#3

2
.

Para el segundo lı́mite, usando la continuidad del logaritmo, tenemos

lı́m
x⇑0

log(x+1)
x

= lı́m
x⇑0

log(1+ x)1/x = log
(

lı́m
x⇑0

(1+ x)1/x
)
.

Haciendo el cambio de variable x = 1/y,

log
(

lı́m
x⇑0±

(1+ x)1/x
)
= log

(
lı́m

y⇑±!

(
1+

1
y

)y)
= loge = 1.

l) Para el primer lı́mite, observemos que

lı́m
x⇑0

ax ↔bx

x
= lı́m

x⇑0

ax ↔1
x

↔ lı́m
x⇑0

bx ↔1
x

,

cuando ambos lı́mites exsten. Vamos a probar que lı́mx⇑0(ax ↔1)/x = loga. Como ax = ex·loga con-
sideramos el cambio de variable z = ex·loga ↔1. Luego el lı́mite pedido pasa a ser

lı́m
z⇑0

z · loga
log(z+1)

= loga · lı́m
z⇑0

z
log(z+1)

= loga,

utilizando el segundo lı́mite de la parte k). Finalmente, concluimos que

lı́m
x⇑0

ax ↔bx

x
= loga↔ logb = log(a/b).

Para el segundo lı́mite, consideramos el cambio y = x↔ senx. Usando el lı́mite auxiliar del segundo
lı́mite de la parte l), tenemos

lı́m
x⇑0

ex ↔ esenx

x↔ senx
= lı́m

x⇑0

ex↔senx ↔1
(x↔ senx)e↔senx = lı́m

y⇑0

ey ↔1
y

· lı́m
x⇑0

1
e↔senx = loge ·1 = 1.

m) Para el primer lı́mite, observamos que cuando a = 1, la función es constante igual a cero, y por lo
tanto tiene lı́mite 0. Para el caso a > 1, cuando x ⇑ 0+, tenemos que a1/x crece mucho más rápido
que 1/x, y por lo tanto xa1/x ⇑ !. Por otro lado, cuando x ⇑ 0↔ tenemos que 1/x ⇑↔! y a1/x ⇑ 0.
Ası́, los lı́mites laterales no coinciden, y por lo tanto el lı́mite no existe. El argumento para el caso
0 < a < 1 es similar, y también obtenemos que el lı́mite no existe.
Para el segundo lı́mite, usamos el cambio y = x/a↔1 y el lı́mite lı́my⇑0 log(y+1)/y = 1 de la parte
k). Tenemos
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lı́m
x⇑a

x↔a
logx↔ loga

= lı́m
x⇑a

x↔a
log(x/a)

= lı́m
x⇑a

(x/a↔1)a
log(x/a)

= a · lı́m
y⇑0

y
log(y+1)

= a.

n) Para el primer lı́mite, vamos a calcular el lı́mite del logaritmo de la función. Observemos que

log x


a+ x
a↔ x

=
1
x

(
log(1+ x/a)↔ log(1↔ x/a)

)
=

log(1+ x/a)
x/a

· 1
a
+

log(1↔ x/a)
↔x/a

· 1
a
,

que tiende a 2/a cuando x tiende a 0, pues lı́mu⇑0 log(1+u)/u = 1. Ası́, el lı́mite buscado es

lı́m
x⇑0

x


a+ x
a↔ x

= e2/a.

Para el segundo lı́mite, dado que x
√

ax+bx

2 = exp( 1
x log( ax+bx

2 )), el lı́mite L que buscamos, si existe,

satisface logL = lı́mx⇑0
1
x log( ax+bx

2 ). Como lı́mx⇑0
ax↔1

x = loga y lı́mx⇑0
bx↔1

x = logb de acuerdo a
la solución de la parte (l), tenemos que

lı́m
x⇑0

ax +bx ↔2
x

= loga+ logb.

Como log( ax+bx

2 ) = log(1+ ax+bx↔2
2 ) y lı́mu⇑0

log(1+u)
u = 1, se concluye que logL = loga+logb

2 . Y por
tanto el lı́mite pedido es L =

⇓
ab.

5. Demuestre que los siguientes lı́mites no existen

a)

lı́m
x⇑0

1
x
, lı́m

x⇑0

cosx
x

.

Solución. Supongamos por contradicción en ambos casos que los lı́mites existen y son iguales a L. En
el primer caso, usando álgebra de lı́mites, tenemos que

1 = lı́m
x⇑0

x
x
=

(
lı́m
x⇑0

1
x

)(
lı́m
x⇑0

x
)
= L ·0 = 0.

Esta contradicción implica que el lı́mite no existe. En el segundo caso, el lı́mite tampoco existe pues
de otra forma

1 = lı́m
x⇑0

cosx = lı́m
x⇑0

(cosx
x

· x
)
=

(
lı́m
x⇑0

cosx
x

)(
lı́m
x⇑0

x
)
= L ·0 = 0.

b)

lı́m
x⇑0

1
x

sen2
(

1
x

)
, lı́m

x⇑0
tan

1
x
.

Solución. Primero notamos que si xk = (#/2+ 2k#)↔1 entonces sen(1/xk) = 1. Para probar que el
primer lı́mite no existe es suficiente verificar que la sucesión (1/xk)sen2(1/xk) diverge, lo cual sigue
de

lı́m
k⇑!

1
xk

sen2 1
xk

= lı́m
k⇑!

(#/2+2k#) = +!.

En segundo lugar, notamos que si xk = (2# +2k#)↔1 entonces lı́mk⇑! xk = 0. Luego, para todo k →N
tenemos que tan(1/xk)= 0, y ası́ lı́mk⇑! tan(1/xk)= 0. Por otra parte, si yk =(#/4+2k#)↔1 entonces
lı́mk⇑! yk = 0. Además, para todo k →N tenemos que tan(1/yk) = 1, y ası́ lı́mk⇑! tan(1/yk) = 1. Por
lo tanto el segundo lı́mite tampoco existe.

6. Calcule
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a)

lı́m
x⇑!

(
sen

⇓
x+1↔ sen

⇓
x
)
, lı́m

x⇑!

ex ↔ e↔x

ex + e↔x .

b)

lı́m
x⇑!

(
cos

a
x

)x
, lı́m

x⇑!

(
x+3
x↔3

)x+3
.

c)

lı́m
x⇑!

⇓
x√

x+
√

x+
⇓

x
, lı́m

x⇑!

cos5x
#x

.

Solución.

a) Para el primer lı́mite, usando la foŕmula para diferencia de senos, se tiene que

sen
⇓

x+1↔ sen
⇓

x = 2cos
(⇓x+1+

⇓
x

2

)
sen

(⇓x+1↔
⇓

x
2

)
.

Como |cos(y)| esta acotada uniformemente por 1. Y por otra parte, usando que
⇓

x+1 ↔
⇓

x =
1⇓

x+1+
⇓

x ⇑ 0 cuando x ⇑ !, obtenemos que sen(
⇓

x+1↔
⇓

x
2 )⇑ 0 cuando x ⇑ !. Usando la fórmula

para sen
⇓

x+1↔ sen
⇓

x escrita al inicio, se obtiene que el lı́mite pedido es 0.
Para el segundo lı́mite, cuando x ⇑+! se tiene que

lı́m
x⇑!

ex ↔ e↔x

ex + e↔x = lı́m
x⇑!

1↔1/e2x

1+1/e2x = 1.

b) Para el primer lı́mite, usaremos que para u lo suficientemente pequeño tenemos que 1↔ u2

2 cosu ↓ 1.
Usando u = a

x tenemos que 1↔ a2

2x2 ↓ cos(a/x) ↓ 1. Luego, tomando lógaritmo y multiplicando por
un valor x que asumimos positivo, sin pérdida de generalidad, obtenemos que

x log
(

1↔ a2

2x2

)
↓ x log(cos(a/x))↓ 0.

Luego, usando el lı́mite lı́my⇑0
log(y+1)

y = 1 para concluir que x log(cos(a/x)) ⇑ 0 cuando x ⇑ !.
Tomando la exponencial en este lı́mite concluimos que el lı́mite pedido es 1.
Para el segundo lı́mite, cuando x ⇑+! se tiene que

(
x+3
x↔3

)x+3
=

(
1+

6
x↔3

)x↔3(
1+

6
x↔3

)6
⇑ e6 ·1 = e6.

c) Para el primer lı́mite, partimos escribiendo la fracción como
⇓

x√
x+
⇓

x+
⇓

x
= 1√

1+
⇓

x+
⇓

x
x

. Además el

término en el denominador satisface
⇓

x+
⇓

x
x = 1⇓

x

√
1+ 1⇓

x ⇑ 0 cuando x ⇑ !. De aqui se obtiene
que el lı́mite pedido es 1.
Para el segundo lı́mite, como cos(5x) es acotada y lı́mx⇑! 1/#x = 0, entonces lı́mx⇑!

cos5x
#x = 0.

7. Calcule el siguiente lı́mite,
lı́m

x⇑0+

(⇓
x ·2sen( #

x )
)
.

Solución. Como sen es una función acotada, entonces 2sen( #
x ) también lo es. Además lı́mx⇑0+

⇓
x = 0,

luego el lı́mite lateral es igual a cero.
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8. Sea f : R ⇑ R una función monótona y acotada. Demuestre que para todo a → R existen los lı́mites
laterales.

Solución. Supongamos sin perdida de generalidad que la función f es creciente. Sea L= ı́nf{ f (x) : x > a} .
Afirmamos que L = lı́mx⇑a+ f (x). En efecto, dado ! > 0 el número L + ! no es cota inferior de
{ f (x) : x > a}. Luego, existe ∀ > 0 tal que L ↓ f (a+∀ )< L+ ! . Como f es creciente, si a < x < a+∀
entonces L ↓ f (x)↓ L+ ! . Con lo que probamos la afirmación en el caso de lı́mites por la derecha para
funciones crecientes. Los casos restantes se pueden probar similarmente.

9. Construya un ejemplo de una función monótona y acotada que no tenga lı́mite en un punto dado a → R.

Solución. Basta considerar la función

f (x) =

{
1 si x > a
↔1 si x ↓ a,

puesto que lı́mx⇑a↔ f (x) =↔1 y lı́mx⇑a+ f (x) = 1.
10. Sea a →R y sea f : (↔!,a)⇑R una función. Asuma que f es acotada superiormente y que si x < y < a

entonces f (x)↓ f (y). Demuestre que
lı́m
x⇑a

f (x)

existe.

Solución. Notamos que la función f restringida al intervalo [a↔1,a), la cual denotamos por f |[a↔1,a], es
acotada, pues f (a↔1)↓ f (x) para todo x → [a↔1,a), y además f es acotada superiormente. Por lo tanto
f |[a↔1,a] es una función monótona y acotada, luego sus lı́mites laterales existen por el Ejercicio 8. En
particular el lı́mite por la izquierda de f |[a↔1,a] en a existe. Para concluir recordamos que por definición
el lı́mite por la izquierda de f en a es igual a este.

11. Determine para qué valores a y b la función

f (x) =






sen(ax)
x si x < 0,

x3↔1
x2+x↔2 si 0 ↓ x < 1,

x2+(b↔1)x↔b
x↔1 si 1 ↓ x,

es continua en todo R.

Solución. Notamos que la función f es continua en cada uno de los 3 intervalos donde esta definida. Por
lo tanto, es suficiente determinar los valores de a y b de modo que f sea continua en x = 0 y x = 1. Como

lı́m
x⇑0↔

f (x) = lı́m
x⇑0↔

asenax
ax

= a, lı́m
x⇑0+

f (x) =
1
2
= f (0),

lı́m
x⇑1↔

f (x) = lı́m
x⇑1↔

x2 + x+1
x+2

= 1, lı́m
x⇑1+

f (x) = lı́m
x⇑1+

x2 +(b↔1)x↔b
x↔1

= lı́m
x⇑1+

x+b = 1+b,

es necesario y suficiente que a = 1/2 y b = 0 para que la función f sea continua en x = 0 y en x = 1, y
por lo tanto, en todo R.

12. Determine para qué valores x → R la siguiente función es continua

f (x) =

{
0 si x es irracional,
senx si x es racional.
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Solución. Sea a → R y (xn)n ↘ Q tal que lı́mn⇑! xn = a. Como xn → Q tenemos que lı́mn⇑! f (xn) = 0.
Por lo tanto, como la función sen es continua, la función f es continua en todo punto a → R tal que
sena = 0. Es decir, f es continua en los puntos de la forma a = k# con k → Z.

13. Determine para qué valores x → R la siguiente función es continua

f (x) =

{
x2 ↔1 si x es irracional,
0 si x es racional.

Solución. Sea a → R y (xn)n ↘ Q tal que lı́mn⇑! xn = a, entonces lı́mn⇑! f (xn) = 0. Por otra parte, si
(yn)n ↘ R \Q tal que lı́mn⇑! yn = a, entonces lı́mn⇑! f (yn) = a2 ↔ 1. Luego, la función f es continua
en el conjunto de valores {↔1,1}.

14. Determine para qué valores x → R la siguiente función es continua

f (x) =

{
x si x es irracional o x = 0,
0 si x = p/q es racional, p y q son relativamente primos y q > 0.

Solución. Sea a →R y (xn)n ↘Q tal que lı́mn⇑! xn = a, entonces lı́mn⇑! f (xn) = 0. Luego, la función f
solo es continua en x = 0.

15. Sea f : R⇑ R la función definida por

f (x) =

{
q si x →Q y x = p/q;
0 si x /→Q.

donde el número racional p/q se asume escrito de modo que p y q no tengan factores comunes y tal que
q > 0. Demuestre que f no es acotada en ningún intervalo y estudie su continuidad.

Solución. Sean I =(a,b) y q→N tal que 1/q< (b↔a)/2. Consideremos el conjunto Cq :=
{

p/q : p→Z
}
.

Notamos que Cq ∀ I ≃= /0. En efecto, si la intersección fuera vacı́a, entonces I ↘ (p/q,(p+ 1)/q) para
algún p → Z. Esto implica que b↔ a < 1/q. Esta contradicción prueba la afirmación. Para x → Cq ∀ I
se tiene que f (x) = q. Por la propiedad Arquimediana existe q → N arbitrariamente grande tal que
1/q < (b↔ a)/2. Por lo tanto la función f no es acotada en (a,b). Ahora, como toda función conti-
nua es localmente acotada tenemos que f no puede ser continua en ningún punto de su dominio.

16. Determine para qué valores de x → R la función definida por

f (x) = 1↔ lı́m
n⇑!

n
√

cos2(#x),

es continua.

Solución. Si x → Z entonces cos2(#x) = 1, y luego f (x) = 0. Por otra parte, si x → R \Z entonces
cos2(#x) → (0,1), y ası́ lı́mn⇑!

n
√

cos2(#x) = 1. Luego, si x → R \Z entonces nuevamente f (x) = 0.
Hemos probado que la función f es idénticamente cero y por lo tanto continua en todo R.

17. Construya una función continua que no es monótona en ningún intervalo (ver [10, p.29].)

Solución. Sea f1 :R⇑R una función definida por f1(x) = |x| para |x|↓ 1/2 y f1(x+n) = f1(x) para todo
real x y n entero. También consideramos fn(x) = 4↔(n↔1) f1(4n↔1x) para todo n natural. Ahora definimos
la función

f (x) =
!

∀
n=1

fn(x) =
!

∀
n=1

f1(4n↔1x)
4n↔1 .
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Como para todo x → R y n → N se tiene que

| fn(x)|↓
1

2 ·4n↔1

La serie converge uniformemente en R y por lo tanto la función f es continua. Para no hacer uso del test
M de Weierstrass, verificaremos este hecho directamente ,
Sea N → N lo suficientemente grande de modo que ∀!

N+1 1/2 ·4n↔1 < !/2. Como la función valor abso-
luto es continua más la desigualdad triangular,

| f (x+h)↔ f (x)|↓
!

∀
n=1

| fn(x+h)↔ fn(x)|↓
!

∀
n=1

| fn(x+h)↔ fn(x)|+
!

∀
N+1

1
2 ·4n↔1 .

Por la continuidad de fn sabemos que existe ∀ tal que |h| < ∀ implica | fn(x+ h)↔ fn(x)| < !/2N para
1 ↓ n ↓ N. Por lo tanto

!

∀
n=1

| fn(x+h)↔ fn(x)|+
!

∀
N+1

1
2 ·4n↔1 ↓ N · !

2N
+

!
2
= !.

Luego, la función f es contiunua. Probaremos ahora que f no es monótona en ningún intervalo.
Sean k,m → N y a = k · 4↔m Note que f (a) = f1(a) + · · ·+ fm(a). Considere hm = 4↔2m↔1, entonces
fn(a+hm) = 0 para n > 2m+1 y luego

f (a+hm)↔ f (a) =
m

∀
i=1

( fi(a+hm)↔ fi(a))+
m+1

∀
i=1

fm+i(a+hm)↑↔mhm +(m+1) = hm > 0.

Análogamente se obtiene que

f (a↔hm)↔ f (a)↑↔mhm +(m+1)hm = hm > 0.

Por último basta notar que el conjunto de números de la forma k ·4↔m es denso en R. Por lo tanto f no
es monótona en ningún intervalo.

18. Sea f : X ⇑ R una función que sólo posee discontinuidades de primera especie. Demuestre que el con-
junto de puntos donde f es discontinua es numerable.

Solución. Como la función f solo posee discontinuidades de primera especie, para todo x → X existe
lı́my⇑x f (y). Sea ∗ : X ⇑R la función definida por ∗(x) := | f (x)↔ lı́my⇑x f (y)|. Notamos que ∗(x)> 0
si y solo si la función f es discontinua en el punto x. Ası́ el conjunto de discontinuidades de f , que
denotamos por D, se puede escribir como

D = ∪nDn, donde Dn := {x → X : ∗(x)↑ 1/n}.

Para finalizar basta probar que para todo n → N el conjunto Dn es numerable. Probaremos que Dn es un
conjunto de puntos aislados y por lo tanto numerable. Sea a → Dn, como lı́mx⇑a f (x) existe tenemos que
para ! = 1/4n existe ∀ > 0 tal que si x → (a↔∀ ,a+∀ )\{a} entonces, | f (x)↔ lı́mx⇑a f (x)|< 1/4n. En
particular, para todo x → (a↔∀ ,a+∀ )\{a} se tiene que ∗(x)< 1

4n . Luego Dn∀ (a↔∀ ,a+∀ ) = {a}. Es
decir, Dn es un conjunto de puntos aislados y por lo tanto numerable. Luego D también es numerable.

19. Sea f : X ⇑ R una función monótona, demuestre que el conjunto de puntos donde f es discontinua es
numerable.
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Solución. Sin pérdida de generalidad suponemos que f es una función creciente. Denotemos por D
el conjunto de discontinuidades de f . Definiremos una función inyectiva F : D ⇑ Q, luego, como el
conjunto de los números racionales es numerable concluiremos que D también lo es.
Como la función f es monótona para cada a → D existen los lı́mites laterales. Consideremos el intervalo
(lı́mx⇑a↔ f (x), lı́mx⇑a+ f (x)) y sea

qa →Q∀ ( lı́m
x⇑a↔

f (x), lı́m
x⇑a+

f (x))

un número racional arbitrario. Notamos que el intervalo (lı́mx⇑a↔ f (x), lı́mx⇑a+ f (x)) es no trivial pues
a → D. Luego, definimos F(a) = qa. Además, como f es monótona, si a, b → D y b < a entonces

(
lı́m

x⇑b↔
f (x), lı́m

x⇑b+
f (x)

)
∀
(

lı́m
x⇑a↔

f (x), lı́m
x⇑a+

f (x)
)
= /0.

Por lo tanto la función F : D ⇑Q es inyectiva, lo que prueba el resultado.

20. Sea A ↘ R un conjunto numerable arbitrario. Construya una función monótona f : R⇑ R de modo que
el conjunto de puntos donde f es discontinua sea igual a A.

Solución. Consideremos la sucesión de funciones ( fn)n definida por,

fn(x) =
{

0 si x ↓ 0,
1
n2 si 0 < x.

Sea A = (an)n una numeración del conjunto A. Afirmamos que la función f (x) = ∀n fn(x ↔ an) es
monótona y su conjunto de discontinuidades coincide con A.
Notemos, en primer lugar, que la función está bien definida ya que para todo x → R se tiene que

f (x) = ∀
n

fn(x↔an)↓ ∀
n

1/n2 < !.

Además como cada función fn(x↔an) es creciente y positiva, entonces la función f también es creciente
y positiva. Ahora probaremos que f es discontinua en todos los elementos de A. En efecto, notamos que
si x < an < y, entonces f (y)↔ f (x)> 1/n2. Esto implica que

lı́m
x⇑a+n

f (x)↔ lı́m
x⇑a↔n

f (x)> 1/n2.

Por lo tanto, la función f es discontinua en x = an.
Ahora, sea x →R\A y ! > 0. Consideramos N →N tal que ∀!

n=N 1/n2 < ! . Para todo N →N existe ∀ > 0
tal que I := (x↔ ∀ ,x+ ∀ ) no contiene a ningún elemento de {a1, · · · , aN}. Luego en tal intervalo cada
función de la forma fn(x↔an) es constante para n = 1, · · · , N. Luego, para todo y,z → I se tiene

| f (y)↔ f (z)|↓
!

∀
n=N

1/n2 < !.

Es decir, la función f es continua para todo número x → R\A.

21. Sea f : R⇑ R una función tal que para todo x, t → R se tiene que

f (tx) = t f (x). (2.2)

Demuestre que la función f es continua y describa todas las funciones satisfaciendo (2.2).

Solución. Por la propiedad (2.2) de la función f tenemos que f (x) = x f (1) para todo x → R. Además
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lı́m
x⇑x0

f (x) = lı́m
x⇑x0

x f (1) = x0 f (1) = f (x0).

Por lo tanto f es continua. Además, como f (x) = x f (1), se tiene que las funciones que cumplen la
propiedad (2.2) son lineales. Por otra parte toda función lineal puede escribirse de esta forma. En con-
clusión, estas son todas las funciones satisfaciendo esta propiedad.

22. Una función f : [a,b]⇑ R es monótona a pedazos si existe una partición del intervalo {a = x1 < x2 <
x3 < .. . < xn↔1 < xn = b} tal que f es monótona en cada uno de los intervalos (xi,xi+1). Demuestre que
si f es monótona a pedazos y satisface la propiedad del valor intermedio entonces en continua.

Solución. En primer lugar probaremos que toda función monótona que satisface la propiedad del valor
intermedio es continua. Sin perdida de generalidad, supongamos que la función g : (a,b) ⇑ R es cre-
ciente y satisface la propiedad del valor intermedio. Asumamos, por contradicción, que existe un punto
c donde la función no es continua. Observemos que esta discontinuidad no puede ser infinita, pues esto
contradice la propiedad del valor intermedio. Ahora, como la función es monótona y acotada, por el
Ejercicio 8 existen los lı́mites laterales. Es decir,

lı́m
x⇑c↔

g(x)< lı́m
x⇑c+

g(x).

Sea d → (lı́mx⇑c↔ g(x), lı́mx⇑c+ g(x)) tal que d ≃= g(c). Como g es monótna tenemos que para todo x →
(a,b) se tiene que g(x) ≃= d. Es decir, no satisface la propiedad del valor intermedio. Esta contradicción
prueba la afirmación. Aún más, la función es continua en los extremos del intervalo, es decir en x = a
y x = b. En efecto, notemos que el siguiente lı́mite existe lı́mx⇑b↔ g(x) = L. Si, g(b) > L entonces la
propiedad del valor intermedio no se satisface para d → (L,g(b)). Notemos que como g es creciente no
podemos tener que g(b)< L. Luego g es continua en [a,b]. Por lo tanto la función f es continua en todo
intervalo de la forma [xi,xi+1]. Probaremos ahora que la función f es continua también en los bordes de
los intervalos, es decir en los puntos de la partición {a = x1 < x2 < x3 < .. . < xn↔1 < xn = b}. Notemos
que los lı́mites laterales existen y en virtud de lo anterior:

lı́m
x⇑x↔i

f (x) = f (xi) lı́m
x⇑x+i

f (x) = f (xi)

Con lo que se tiene que f es continua en xi.

23. Construya una función f : R⇑ R que no sea continua y que satisfaga f (x+ y) = f (x)+ f (y) para todo
x,y → R.

Solución. Si tomamos x = y = 0, necesariamente se tiene que f (0) = 2 f (0), por lo tanto f (0) = 0.
Además, para n → N, se cumple que f (n) = f (1 + · · ·+ 1) = n f (1). Por otro lado, para q → N,
f (1) = f (1/q+ · · ·+1/q) = q f (1/q), de donde f (1/q) = f (1)/q. En general, para un número racional
positivo m/n con n,m → N, tenemos que f (m/n) = f (1/n+ · · ·+ 1/n) = m f (1/n) = m f (1)/n. Final-
mente, observamos que 0 = f (0) = f (x)+ f (↔x), lo que implica que f (↔x) =↔ f (x) para todo x → R.
Concluimos que f (r) = r f (1) para todo r →Q. En particular, toda función continua que satisfaga f (x+
y) = f (x)+ f (y) debe ser necesariamente de la forma f (x) = Kx. Este resultado fue probado por Cauchy
en 1821. Es más, es posible probar que si f es monótona o si está acotada (en algún intervalo), entonces
f también es de la forma f (x) = Kx.
Sin embargo, Hamel en 1905 probó que existen funciones que satisfacen f (x+y) = f (x)+ f (y) y que no
son de la forma f (x) = Kx. Estas soluciones tienen la particularidad de que el gráfico de f (x) es denso
en R2. La construcción estricta de estas funciones excede el nivel de este texto, pero indicaremos cómo
se procede. Sea B ↘ R una base de Hamel de R sobre Q, es decir, todo número real puede escribirse
de manera única como x = ∀i→I +ixi donde {xi}i→I es un subconjunto finito de B y +i → Q. De manera
análoga al caso racional, la linealidad sobre Q nos permite sacar los escalares racionales. Como cada
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x → R se escribe de manera única en la base B, tenemos que

f (x) = f

(

∀
i→I

+ixi

)
= ∀

i→I
f (+ixi) = ∀

i→I
+i f (xi).

Para construir la función buscada, basta definir arbitrariamente los valores de f (xi) para los elementos
de la base. Si se eligen de manera que no sean todos proporcionales a sus respectivos xi, se obtiene una
función aditiva que no es de la forma f (x) = Kx y, en consecuencia, es discontinua en todo punto.

24. Demuestre el Teorema de Weierstrass utilizando el resultado que afirma que toda sucesión monótona y
acotada es convergente. La idea de esta demotración es debida a Fort y puede encontrarse en [8].

Solución. Queremos probar que toda función continua f : [a,b] ⇑ R alcanza su máximo y mı́nimo.
Demostraremos solo el máximo (el mı́nimo es análogo aplicándolo a ↔ f ). Como f es continua en un
intervalo cerrado, es acotada por la Proposición 2.1. Ası́, M := sup{ f (x) : x → [a,b]} está bien definido.
Queremos probar que existe x0 → [a,b] tal que f (x0) = M.
Por la definición de supremo, para cada n → N existe xn → [a,b] tal que

M↔ 1
n
↓ f (xn)↓ M.

Ası́, se tiene que lı́mn⇑! f (xn) = M. Por otra parte, la sucesión (xn) es acotada, y se puede probar que
toda sucesión acotada posee una subsucesión monótona. Sea (xnk) tal sucesión monótona. Como esta
subsucesión es además acotada, converge a algún x0 → [a,b]. Por la continuidad de la función f , se tiene

f (x0) = lı́m
k⇑!

f (xnk) = M.

25. Construya una función continua que posea máximos locales estrictos en el conjunto {1/n : n →N}∪{0}.

Solución. Consideremos la partición de [0,1] dada por {( 1
n+1 ,

1
n ) : n→N}. En cada uno de estos intervalos

definiremos la función f de modo que sea creciente y lineal en el intervalo ( 2n+1
2n(n+1) ,

1
n ), y decreciente y

lineal en ( 1
n+1 ,

2n+1
2n(n+1) ). Notamos que x = 2n+1

2n(n+1) es el punto medio del intervalo ( 1
n+1 ,

1
n ).

Definimos f restringida al intervalo [ 2n+1
2n(n+1) ,

1
n ) como una función lineal tal que f ( 2n+1

2n(n+1) ) = 2↔ 2
n

y f ( 1
n ) = 2↔ 1

n . Por otra parte, definimos f restringida al intervalo [ 1
n+1 ,

2n+1
2n(n+1) ) como una función

lineal tal que f ( 2n+1
2n(n+1) ) = 2↔ 2

n y f ( 1
n+1 ) = 2↔ 1

n+1 . Además definimos f (0) = 2, y f restringida al
intervalo [1,2] linealmente con f (1) = 1 y f (2) = 0. Esto define una función continua en el intervalo
[0,2). Además se puede verificar que la función también es continua en x = 0.
La función continua f posee un máximo local estricto en cada punto de la forma x = 1/n. Además dado
que los máximos en x = 1/n toman el valor f (1/n) = 2↔ 1/n, tenemos que f (0) = 2 también es un
máximo estricto local

26. Demuestre que el conjunto de máximos locales estrictos de una función continua f : R⇑ R es a lo más
numerable (ver [15]).

Solución. Consideremos el conjunto de intervalos abiertos con extremos racionales,

B := {(a,b)↘ R : a,b →Q} .

Para cada máximo local estricto x → R de f sea (ax,bx) → B un intervalo tal que x → (ax,bx) y
si y → (ax,bx) \ {x} entonces f (y) < f (x). El resultado se obtiene notando que la correspondencia
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x ⇒⇑ (ax,bx) es uno a uno, y el conjunto B es numerable.

27. Construya una función continua que posea máximos locales en el conjunto de los números racionales
(ver [7]).

Solución. Sea (qn)n→N una enumeración de los números racionales Q y g : R ⇑ R la función definida
por

g(x) := 1↔mı́n{1, |x|} .

Notemos que la función g es continua, tiene un máximo en x = 0 y es igual a cero para todo x → R \
(↔1,1). En el intervalo donde g no es nula, su gráfico es un triángulo isósceles. Consideremos ahora la
función f : R⇑ R definida por

f (x) :=
!

∀
n=1

gn(x), gn(x) := Ang
(

x↔qn

wn

)
.

Los números reales positivos An y wn se especificarán más adelante. Notemos que si |x ↔ qn| > wn
entonces gn(x) = 0. Además, la función gn posee un máximo en x = qn. Denotaremos por In := [qn ↔
wn,qn + wn] el intervalo donde la función gn es positiva y lo llamaremos intervalo asociado a gn.
Denotaremos por

fn(x) =
n

∀
j=1

g j(x),

a la n-ésima suma parcial en la definición de la función f . Asumiremos las siguientes condiciones:

a) La constante An es tal que 0 < An < 2↔n.
b) Los extremos del intervalo In no son números racionales.
c) Si j < n entonces o bien

1) tenemos que qn /→ I j y la constante wn se escoge de modo que In ∀ I j = /0, o bien
2) tenemos que qn → I j y la constante wn se escoge de modo que In esté estrictamente contenido

en la mitad del intervalo de I j al que qn pertenece. Por ejemplo, si q j ↔w j < qn < q j entonces
q j ↔w j < qn ↔wn < qn +wn < q j.

Inductivamente escogemos las constantes An y wn de modo que se satisfagan las condiciones (1), (2) y
(3). En la segunda parte de la construcción, algunas de estas constantes serán modificadas, pero seguirán
satisfaciendo las condiciones aquı́ establecidas.

Lemma 2.1 La función f : R⇑ R definida por f (x) = ∀!
n=1 gn(x) es continua.

Demostración. En efecto, notemos que la serie de funciones ∀!
n=1 gn(x) es normalmente convergente (y

en particular uniformemente convergente) ya que

f (x) =
!

∀
n=1

gn(x)↓
!

∀
n=1

An <
!

∀
n=1

2↔n = 1 < !.

Por lo tanto, la función f es continua. Este resultado sólo depende de las constantes {An}n→N y no de la
elección de wn.
En lo que sigue construiremos por inducción la sucesión de funciones fn. Recordemos que fn es la suma
de funciones g j que, cuando no nulas, poseen un gráfico triangular. Sean A1 y w1 constantes satisfaciendo
(1), (2) y (3) y, por lo tanto, definiendo f1. Construiremos la función fn de modo tal que:

i) posea un máximo local estricto en qn, ya que es lineal y creciente en (qn ↔wn,qn) y lineal y decre-
ciente en (qn,qn +wn);

ii) si In ↘ I j entonces j < n y fn(qn)< f j(q j).
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Supongamos que la función fn↔1 se ha definido satisfaciendo las condiciones i) y ii). Si In ∀ I j = /0
para todo j → {1,2, . . . ,n ↔ 1} entonces mantenemos la elección de An y wn obtenida en la primera
parte de la construcción. Caso contrario, sea h → {1,2, . . . ,n↔ 1} el mayor entero tal que qn → Ih. En
virtud de la condición (3b), tenemos que In ↘ (qh ↔wh,qh) o In ↘ (qh,qh +wh). Por otra parte, como
fh(qn↔wn)< fh(qh), la constante An puede escogerse de modo tal que fn(qn)< fh(qh). Ahora, si qh → I j
para j < h, entonces Ih ↘ I j y luego por ii) tenemos que fh(qh)< f j(q j), de donde fn(qn)< f j(q j) y por
lo tanto se satisface ii). Una vez fijado An, podemos escoger wn de modo que i) se satisfaga. Para ello,
basta notar que, como las pendientes máximas y mı́nimas de g j son ±A j/w j, si

An

wn
>

n↔1

∀
j=1

A j

w j

entonces se satisface i). De este modo concluye la inducción.

Lemma 2.2 La función f : R ⇑ R definida por f (x) = ∀!
n=1 gn(x) posee un máximo local estricto en

cada punto racional.

Demostración. Sea x → In \{qn}; probaremos que f (x)< f (qn). Si para todo j →N tal que j > n se tiene
que x /→ I j entonces por i) tenemos que

f (x) = fn(x)< fn(qn)↓ f (qn).

Caso contrario, sea h → {n+1,n+2, . . .} el menor ı́ndice mayor que n tal que x → Ih. Si existe a lo más
una cantidad finita de ı́ndices k > h tales que x → Ik, y denotando por kmax al mayor de ellos, por i) y ii)
tenemos que

f (x) = fkmax(x)< fkmax(qkmax)↓ fh(qh)< fn(qn)↓ f (qn).

Si, por el contrario, x pertenece a una infinidad de intervalos y existe una sucesión de ı́ndices h < k1 <
k2 < .. . tales que x → Iki , entonces

f (x) = lı́m
i⇑!

fki(x).

Por construcción sabemos que

fki(x)< fki(qki)↓ fh(qh)< fn(qn),

y tomando el lı́mite se obtiene
f (x)↓ fh(qh)< fn(qn)↓ f (qn).

De donde se obtiene el resultado.

28. Sea f : [0,2]⇑R una función continua tal que f (0) = f (2). Demuestre que existen a,b → [0,2] tales que
a↔b = 1 y f (a) = f (b).

Solución. Consideremos la función g(x) := f (x + 1)↔ f (x). Como g(0) = f (1)↔ f (0) y g(1) =
f (2)↔ f (1) = f (0)↔ f (1), tenemos dos casos. Si f (0) = f (1), entonces a = 1 y b = 0 cumplen lo pe-
dido. En caso contrario, sin pérdida de generalidad consideramos que f (1)> f (0), en tal caso g(0)> 0
y g(1) < 0. Luego por el Teorema del Valor Intermedio existe a → (0,1) tal que g(a) = 0, es decir
f (a+1) = f (a). Por lo tanto, obtenemos el resultado con b = a+1.

29. Pruebe que la ecuación (1↔ x)cosx = senx posee al menos una solución en (0,1).

Solución. Consideremos la función continua g(x)= (1↔x)cosx↔senx. Notamos que g(#/4)=↔#
⇓

2/8<
0 y g(0) = 1 > 0. Por el Teorema del Valor Intermedio existe x0 → (0,#/4)↘ (0,1) tal que g(x0) = 0, es
decir, (1↔ x0)cosx0 = senx0.
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30. Demuestre que la función f : [1/2,!)⇑ R definida por

f (x) = [x]+ (x↔ [x])[x]

es continua.

Solución. Para todo x → [n,n+1) tenemos que [x] = n. Como la función identidad g(x) = x es continua,
tenemos que por álgebra de funciones continuas y que la composición de funciones continuas es continua
que la función f (x) = n+(x↔n)n es continua en cualquier intervalo (n,n+1). Ahora probaremos que
f es continua en cada punto n → Z. Como

lı́m
x⇑n↔

f (x) = lı́m
x⇑n↔

(n↔1)+(x↔ (n↔1))n↔1 = n = lı́m
x⇑n+

n+(x↔n)n = lı́m
x⇑n+

f (x),

entonces f es continua para todo n → Z, y por lo tanto en su dominio [1/2,!).

31. Para todo x ≃=↔1 sea

f (x) = lı́m
n⇑!

(
xn ↔1
xn +1

)2
.

Determine los valores donde f es continua.

Solución. Puesto que xn↔1
xn+1 = 1↔ 2

xn+1 , analizamos la función f en tres casos, cuando x = 1, |x| < 1, y
|x|> 1. Si x = 1 entonces f (x) = 0. Si |x|< 1, como lı́mn⇑! xn = 0, luego f (x) =↔1. Si |x|> 1, como
lı́mn⇑! xn = !, luego f (x) = 1. Es decir

f (x) =






↔1 si |x|< 1,
0 si x = 1,
1 si |x|> 1.

Luego f es continua en R\{↔1,1}.

32. Pruebe que la siguiente función f : [0,1]⇑ [0,1] es acotada, sin embargo no posee máximos (en parti-
cular no puede ser continua)

f (x) =

{
(↔1)nn

n+1 si x →Q y x = m
n , n > 0,

0 si x → R\Q.

Solución. Para todo n → N tenemos que | (↔1)nn
n+1 | < 1, luego f es acotada. Si x es racional y n es impar,

o x irracional, los valores de f son menores o iguales a cero y por lo tanto no pueden ser máximos
dado que f es positiva para x racional con n par. Como para todo número par n = 2p tenemos que

2p
2p+1 = 1↔ 1

2p+1 < 1, y lı́mp⇑!
2p

2p+1 = 1, concluı́mos que f no alcanza su máximo. Y por lo tanto f
no puede ser continua, de otra forma, por el Teorema de Weierstrass, esta alcanzarı́a su máximo en un
punto del dominio.

33. Construya una biyección f : R⇑ R que sea discontinua en todos sus puntos.

Solución. Se puede verificar que la siguiente función satisface lo pedido,

f (x) =
{

x si x → R\Q,
x+1 si x →Q.
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34. Determine si existe una función continua que transforme todo número racional en un irracional y vice-
versa.

Solución. Claramente una función con tal propiedad no puede ser constante. Suponiendo que tal función,
denotada f , existe, entonces

f (R) = f (Q)∪ f (R↔Q)↘ f (Q)∪Q,

es numerable. Sin embargo por el Teorema del Valor Intermedio si f no es constante, entonces al menos
tiene un intervalo en su imagen, y todo intervalo posee una cantidad no numerable de elementos. Por lo
tanto no existe tal función.

35. Demuestre que si f : [a,b]⇑ R es una función continua e inyectiva entonces f es monótona.

Solución. Supongamos por contradicción que f no es monótona. En particular, suponemos sin perdida de
generalidad que existen a1,b1,c→ (a,b) tales que a1 < c< b1 y f (b1)< f (a1)< f (c). Se procede de ma-
nera análoga en los otros casos. Sea d → ( f (a1), f (c)). Entonces f (a1)< d < f (c) y f (b1)< d < f (c).
Como f es continua, por el Teorema del Valor Intermedio, existen , → (a1,c) y − → (c,b1) tales que
f (, ) = d = f (−), pero , ≃= − , pues están en intervalos disjuntos. Esto contradice la inyectividad y prue-
ba el resultado.

36. Demuestre que si f : [a,b] ⇑ R es una función continua e inyectiva tal que f ([a,b]) = X entonces la
función inversa f↔1 : X ⇑ [a,b] es continua.

Solución. Primero notamos que como f es inyectiva, entonces la función inversa esta bien definida en
el conjunto X . Además sabemos que la función es monótona por el problema anterior. Sin pérdida de
generalidad suponemos que es estrictamente creciente. Ası́, la imagen de f es igual a X = [ f (a), f (b)].
Sea x0 → [a,b] tal que f (x0) = y0. Consideramos ! > 0 suficientemente pequeño tal que a< x0↔! < x0+
! < b. Como f es creciente f (a)< f (x0↔!)< y0 < f (x0+!)< f (b). Sea también ∀ > 0 suficientemente
pequeño tal que f (x0 ↔ !)< y0 ↔∀ < y0 +∀ < f (x0 + !).
Ahora probaremos la continuidad de f↔1 por definición. Sean y → (y0 ↔ ∀ ,y0 + ∀ ) y x := f↔1(y). No-
temos que la función f↔1 es estrictamente creciente. Como f (x0 ↔ !) < y < f (x0 + !) tenemos que
x0 ↔ ! < x < x0 + ! . Es decir, x0 ↔ ! < x = f↔1(y)< x0 + !, luego f↔1 es continua.

37. Considere el siguiente orden en los números naturales:





3 ∃ 5 ∃ 7 ∃ 9 ∃ . . .

· · ·∃ 2 ·3 ∃ 2 ·5 ∃ 2 ·7 ∃ 2 ·9 ∃ . . .

· · ·∃ 22 ·3 ∃ 22 ·5 ∃ 22 ·7 ∃ 22 ·9 ∃ . . .

· · ·∃ 2n ·3 ∃ 2n ·5 ∃ 2n ·7 ∃ 2n ·9 ∃ . . .

· · ·∃ 2n ∃ 2n↔1 ∃ · · ·∃ 2 ∃ 1.

Demuestre el siguiente resultado debido a Sarkovskii [14]. Si f : [a,b]⇑ [a,b] es una función continua
tal que existe un punto periódico x → (a,b) de perı́odo n0, es decir,

f n0(x) = f ¬ f ¬ · · ·¬ f (x)  
n0-veces

= x

y esta propiedad no se tiene para m < n0. Entonces existe un punto periódico para f de perı́odo k para
todo n0 ∃ k.

Solución. La solución que presentamos sigue la prueba en el libro de Devaney [6].
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Primero, para dos intervalos cerrados I1, I2, vamos a introducir la notación I1 ⇑ I2 si f (I1) cubre I2. Si
encontramos una sucesión de intervalos I1 ⇑ I2 ⇑ · · ·⇑ In ⇑ I1, entonces tenemos un punto fijo de f n

en I1.

Primero asumimos que f tiene un punto periódico x de perı́odo n > 1 impar, y supongamos que f no
tiene puntos periódicos de perı́odo impar menor que n. Sean x1, . . . ,xn los puntos en la órbita de x, enu-
merados de izquierda a derecha, y notemos que f permuta los xi. Claramente f (xn) < xn. Escogemos
ahora el mayor i para el cual f (xi)> xi. Sea I1 = [xi,xi+1]. Como f (xi+1)< xi+1, sigue que f (xi+1)↓ xi
y entonces tenemos que I1 ↘ f (I1). Por lo tanto I1 ⇑ I1.

Como x no tiene perı́odo 2, no puede ser que f (xi+1) = xi y f (xi) = xi+1, entonces f (I1) contiene al
menos un intervalo de la forma [x j,x j+1]. A priori, pueden ser varios de estos intervalos, pero veremos
luego que de hecho es solo uno. Sea O2 la unión de intervalos de la forma [x j,x j+1] que son cubiertos
por f (I1). Entonces tenemos que I1 ↘ O2, pero O2 ≃= I1, y si I2 es cualquier intervalo en O2 de la forma
[x j,x j+1], entonces I1 ⇑ I2.

Ahora inductivamente, sea Ol+1 la unión de intervalos que son cubiertos por la imagen de algún intervalo
en Ol . Notemos que, si Il+1 es cualquier intervalo en Ol+1, existe una colección de intervalos I2, . . . , Il ,
con I j ↘ O j que satisfacen I1 ⇑ I2 ⇑ · · ·⇑ Il ⇑ Il+1.

Ahora los Ol forman una unión creciente de intervalos. Como existe una cantidad finita de puntos x j,
sigue que existe un l para el cual Ol+1 = Ol . Para este l se tiene que Ol contiene todos los intervalos de
la forma [x j,x j+1], de otra forma x tendrı́a perı́odo menor a n.

Afirmamos que hay al menos un intervalo [x j,x j+1] diferente de I1 en algún Ok cuya imagen cubre I1.
Esto sigue de que como n es impar, existen más xi’s en un lado de I1 que en el otro. Ası́, algunos xi
deben cambiar de lado bajo la acción de f y otros no. Consecuentemente, hay al menos un intervalo
cuya imagen cubre I1.

Ahora consideremos cadenas de intervalos I1 ⇑ . . . ⇑ Ik ⇑ I1, donde cada Il es de la forma [x j,x j+1]
para algún j donde I2 ≃= I1. No asumimos que Il ↘Ol . Por la observación anterior, existe al menos una de
estas cadenas. Escogemos el menor k para el cual esto ocurre, es decir, I1 ⇑ . . .⇑ Ik ⇑ I1 es el camino
más corto de I1 a I1 (excepto por I1 ⇑ I1).

Ahora, si k < n↔1, entonces una de las cadenas I1 ⇑ . . .⇑ Ik ⇑ I1 o I1 ⇑ . . .⇑ Ik ⇑ I1 ⇑ I1 entrega
un punto fijo de f m con m < k impar. Este punto debe tener perı́odo mı́nimo < k pues I1 ∀ I2 consiste de
un solo punto, y ese punto tiene perı́odo > m. Por lo tanto k = n↔1.
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Como k es el menor entero que funciona, no puede ser que Il ⇑ I j para j > l +1. Sigue que la órbita de
x debe estar ordenado en R de dos posibles maneras, una de ellas se muestra en la figura ??.

Entonces podemos extender el diagrama de la figura ?? al que se muestra en la figura ???. Ahora el
Teorema de Sarkovskii para el caso especial n impar es inmediato. Perı́odos mayores que n están dados
por ciclos de la forma I1 ⇑ . . . ⇑ In↔1 ⇑ I1 ⇑ . . . ⇑ I1. Los perı́odos pares menores están dados por
ciclos de la forma

In↔1 ⇑ In↔2 ⇑ In↔1,

In↔1 ⇑ In↔4 ⇑ In↔3 ⇑ In↔2 ⇑ In↔1,

etcétera. Para el caso n par, primero notemos que f debe tener un punto de perı́odo 2. Esto sigue del
argumento anterior que garantiza que algunos xi cambian de lado bajo la acción de f y otros no (use el
hecho que In↔2 ⇑ In↔1 y In↔1 ⇑ In↔2). Si este no es el caso, entonces todos los xi cambian de lado, y
entonces [xi+1,xn]↘ f ([x1,xi]) y [x1,xi]↘ f ([xi+1,xn]).
Pero entonces, nuestra observación anterior produce un punto de perı́odo 2 en [x1,xi].

Ahora el teorema será probado para n = 2m como sigue. Sea k = 2l con l < m. Considere g = f k/2. Por
hipótesis, g tiene un punto periódico de perı́odo 2m↔l+1. Por lo tanto, g tiene un punto que tiene perı́odo
2. Este punto tiene perı́odo 2l para f . El caso final es n = p ·2m con p impar, que se puede reducir a los
dos anteriores.

38. Sean f ,g : A ↘ R⇑ R funciones continuas, demuestre que las siguientes funciones también son conti-
nuas

M(x) := máx{ f (x),g(x)} m(x) := mı́n{ f (x),g(x)}.

Solución. Notamos que

M(x) =
f (x)+g(x)+ | f (x)↔g(x)|

2
, m(x) =

f (x)+g(x)↔ | f (x)↔g(x)|
2

.
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Luego, tanto M(x) como m(x) son la suma de (composiciones) de funciones continuas, y por lo tanto
también continuas.

39. Sean /0 ≃= A ↘R y f : R⇑R definida por f (x) = ı́nf{|x↔a| : a → A}. Demuestre que si x, y →R entonces

| f (x)↔ f (y)|↓ |x↔ y|.

En particular f es continua.

Solución. Sean y → A, y x, z → R. Por la desigualdad triangular tenemos que |x↔ y| ↓ |x↔ z|+ |z↔ y|.
Ahora, tomando ı́nfimo en y → A obtenemos f (x) ↓ |x↔ z|+ f (z). Por lo tanto, f (x)↔ f (z) ↓ |x↔ z|.
Intercambiando los roles de x y z, tenemos que ↔|x↔z|↓ f (x)↔ f (z), de donde se concluye el resultado.

40. Sean f ,g : R⇑R funciones continuas tales que si r →Q entonces f (r) = g(r). Demuestre que para todo
x → R se tiene que f (x) = g(x).

Solución. Sea x → R\Q un número irracional y (xn)n una sucesión de números racionales que converge
a x (esta sucesión existe ya que los racionales son densos en los reales). Como f y g son funciones
continuas tenemos que f (x) = lı́mn⇑! f (xn) y g(x) = lı́mn⇑! g(xn). Como para todo n →N tenemos que
f (xn) = g(xn), luego f (x) = g(x). Por lo tanto f (x) = g(x) para todo x → R.

41. Sea f : R⇑ R. Para cada n → N defina el conjunto Cn formado por los puntos a → R tales que existe un
intervalo abierto I que contiene al punto x = a, de modo que si x,y → I se tiene que

| f (x)↔ f (y)|↓ 1
n
.

Demuestre que f es continua en x = a si y solo si a →Cn para todo n → N.

Solución. Supongamos que f es continua en a. Sea ! = 1/2n, existe ∀ > 0 tal que si |x↔a|< ∀ entonces
| f (x)↔ f (a)|↓ 1/2n. Por lo tanto, para todo x,y → (a↔∀ ,a+∀ ) se tiene que | f (x)↔ f (y)|< 1/n. Para
probar la otra implicancia basta considerar y = a y observar que 1/n tiende a cero cuando n ⇑ !.

42. Determine si existe una función continua en los números racionales y discontinua en los irracionales
(utlice el problema anterior).

Solución. Por el ejercicio anterior sabemos que si existiera una función f : R⇑R con tales propiedades,
entonces el conjunto de puntos de discontinuidad se escribirı́a como Q = ∀nCn, es decir la intersección
de numerables conjuntos abiertos, pues el conjunto Cn es abierto para todo n → N. De otra forma

R\Q= ∪nCc
n,

es la unión numerable de conjuntos cerrados. En lo que sigue probaremos que esto no puede ocurrir
ocupando un conocido teorema de la topologı́a en R.

Teorema de Baire: Si {Fi}i→N es una sucesión de conjuntos cerrados con interior vacı́o, entonces ∪nFi
también tiene interior vacı́o.

Ahora, si R \Q = ∪nCc
n, entonces el conjunto Cc

n tiene interior vacı́o, pues de otra forma Cn contendrı́a
elementos de Q. Por otra parte, si enumeramos los racionales por {qn}n→N, entonces Q = ∪n{qn} es la
unión de numerables conjuntos con interior vacı́o. Luego,

R=Q∪ (R\Q) = (∪nCc
n)∪ (∪n{qn}),
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por lo que por el Teorema de Baire R es un conjunto con interior vacı́o lo cual es absurdo. Esto completa
la prueba de que no existe tal función.

43. Sea p : R⇑R un polinomio de grado par dado por p(x) = a2nx2n + · · ·+a1x+a0. Demuestre que existe
x0 → R tal que p(x0)↓ p(x) para todo x → R.

Solución. Como lı́mx⇑+! p(x) = lı́mx⇑↔! p(x) = +!, este ejercicio es un caso particular del siguiente
problema.

44. Sea f : R⇑ R una función continua tal que

lı́m
x⇑+!

f (x) = lı́m
x⇑↔!

f (x) = +!.

Demuestre que existe x0 → R tal que f (x0)↓ f (x) para todo x → R.

Solución. Como lı́mx⇑+! f (x) = lı́mx⇑↔! f (x) = +!, existen M,N > 0 tales que si x > M entonces
f (x)> f (0), y si x <↔N entonces f (x)> f (0). Por lo tanto, necesariamente el mı́nimo de f se alcanza
en el intervalo [↔N,M]. Además, como f es continua en el intervalo [↔N,M], podemos usar el Teorema
de Weierstrass para probar que existe el mı́nimo en este intervalo.

45. Sea f : R⇑ R una función tal que para todo ! > 0 existe una función continua g : R⇑ R tal que para
todo x → R se tiene

|g(x)↔ f (x)|↓ !.

Demuestre que f es continua.

Solución. Sean a → R y ! > 0, entonces existe g : R⇑ R continua tal que | f (x)↔g(x)|< !/3 para todo
x → R. Como g es continua existe ∀ > 0 tal que si |a↔ y| < ∀ , entonces |g(a)↔ g(y)| < !/3. Ahora, si
|x↔a|< ∀ entonces

| f (x)↔ f (a)|↓ | f (x)↔g(x)|+ |g(x)↔g(a)|+ |g(a)↔ f (a)|< !
3
+

!
3
+

!
3
= !.

Por lo tanto la función f es continua.

46. Sea f : R⇑ R la función definida por f (x) = x+axsenx. Demuestre que si |a|< 1 entonces

lı́m
x⇑+!

f (x) = +! y lı́m
x⇑↔!

f (x) =↔!.

Solución. Probaremos que lı́mx⇑+! f (x) = +!, el otro lı́mite se obtiene similarmente. Primero notamos
que f (x) = x(1+asenx). Además, 0 < 1↔ |a|↓ 1+asenx ↓ 1+ |a|. Por lo tanto el resultado se sigue
dado que lı́mx⇑+! x(1↔ |a|) = +!.

47. Sea f : [0,1]⇑R una función continua tal que para todo x → [0,1] se tiene que f (x)→Q y f (1/2) = 1/2.
Demuestre que para todo x → (0,1) se tiene que f (x) = 1/2.

Solución. Supongamos que f no es constante, es decir, que existe x0 → (0,1) tal que f (x0) = a ≃= 1/2.
Suponemos sin perdida de generalidad que x0 < 1/2 y que a < 1/2. Sea d → (a,1/2)∀(R\Q) arbitrario.
Luego, como f es continua por el Teorema del Valor Intermedio existe x⇐ → (x0,1/2) tal que f (x⇐) = d.
Sin embargo esto contradice que f (x⇐) →Q. Es decir la función es constante igual a 1/2.
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48. Demuestre que si f : [a,b]⇑ R es monótona y satisface la propiedad del valor intermedio entonces es
continua.

Solución. Supongamos sin pérdida de generalidad que f es creciente. Probaremos el resultado por con-
tradicción. Es decir, supongamos que f no es continua en un punto, digamos c → (a,b). Como f es
monótona y creciente, tenemos que lı́mx⇑c↔ f (x) = L2 < L1 = lı́mx⇑c+ f (x), por el Ejercicio 8. Luego,
como la función es monótona existe ∀ > 0 suficientemente pequeño tal que si 0 < c↔ x < ∀ entonces
f (x)< L2, y si 0 < x↔c < ∀ entonces f (x)> L1. Por lo tanto, (L1+L2)/2 → ( f (c↔∀ ), f (c+∀ )) y para
todo x → (c↔ ∀ ,c+ ∀ ) se tiene que f (x) ≃= (L1 +L2)/2. Es decir, no se satisface la propiedad del valor
intermedio. Esta contradicción prueba el resultado.

49. Considere las funciones

f (x) =






|x↔1|↔2 si x ↓ 4,

(x↔5)2 si x > 4,
y g(x) = |2x+1|.

Determine si los siguientes lı́mites existen, y en caso que existan, calcule su valor:

i) lı́m
x⇑ 3

2

(
f ¬g

)
(x).

ii) lı́m
x⇑↔ 1

2

g(x)
x+ 1

2
.

Solución. Para el lı́mite en i), observemos que las funciones f y g son continuas en todo R. Ası́, como la
composición de funciones continuas es continua, tenemos

lı́m
x⇑ 3

2

( f ¬g)(x) = ( f ¬g)(3/2) = 1.

Para el lı́mite en ii), usamos los lı́mites laterales. Primero,

lı́m
x⇑↔1/2+

g(x)
x+1/2

= lı́m
x⇑↔1/2+

|2x+1|
x+1/2

= lı́m
x⇑↔1/2+

2x+1
x+1/2

= lı́m
x⇑↔1/2+

2(2x+1)
2x+1

= 2

Por otra parte,

lı́m
x⇑↔1/2↔

g(x)
x+1/2

= lı́m
x⇑↔1/2↔

|2x+1|
x+1/2

= lı́m
x⇑↔1/2↔

↔(2x+1)
x+1/2

=↔2.

Por lo tanto el lı́mite no existe.

50. Sea g : R⇑ R+ \{1} una función continua y positiva tal que lı́m
x⇑0

g(x) = 1. Calcule

lı́m
x⇑0

sen(g(x)↔1)√
g(x)↔1

.

Solución. Notamos que
sen(g(x)↔1)√

g(x)↔1
=

sen(g(x)↔1)
g(x)↔1

(
√

g(x)+1).

Luego,

lı́m
x⇑0

sen(g(x)↔1)√
g(x)↔1

= lı́m
x⇑0

sen(g(x)↔1)
g(x)↔1

lı́m
x⇑0

(
√

g(x)+1) = 1 ·2 = 2.
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51. Sea p : R⇑ R el polinomio

p(x) = xn +an↔1xn↔1 + · · ·+a1x+a0,

donde n es par. Demuestre que existe y → R tal que para todo x → R se tiene p(y)↓ p(x).

Solución. Sea M suficientemente grande tal que si |x|↑M entonces 1
2 ↓ 1+ an↔1

x + · · ·+ a0
xn . Luego, como

n es par, para todo x → R tenemos que xn ↑ 0, y ası́

xn

2
↓ xn

(
1+

an↔1

x
+ · · ·+ a0

xn

)
= p(x).

Por lo tanto,
lı́m

x⇑+!
p(x) = lı́m

x⇑↔!
p(x) = +!. (2.3)

Además, sea N suficientemente grande tal que si |x| > N entonces p(x) > 2p(0). Luego, el mı́nimo de
la función p, si existe, necesariamente esta en el intervalo [↔N,N]. Finalmente usamos el Teorema de
Weierstrass en el intervalo [↔N,N] para probar que existe un mı́nimo global y para la función p restrin-
gida a [↔N,N]. Y or el argumento anterior y es también un mı́nimo global de p en R.

52. Sea f : R⇑ R y ∃ > 0. Diremos que la función f es ∃-continua en el punto x → R si existe ∀ > 0 tal
que para todo y,z → (x↔∀ ,x+∀ ) se tiene que | f (y)↔ f (z)|< ∃ . Sea

D f
∃ = D∃ = {x → R : la función f no es ∃-continua en x}.

a) Demuestre que si ∃1 < ∃2 entonces Dc
∃1

↘ Dc
∃2

.
b) Demuestre que si f es continua en x → R entonces es ∃-continua en x, para todo ∃ > 0.
c) Demuestre que si f no es continua en x → R entonces existe ∃ > 0 tal que f no es ∃-continua en x.

Deduzca que el conjunto de discontinuidades de una función f , denotado por D f , es tal que

D f = ∪!
n=1D1/n.

d) Demuestre que dado ∃ > 0 el conjunto D∃ es cerrado, es decir, para cualquier sucesión (xn)n→N con
xn → D∃ para todo n → N, se tiene que si (xn)n converge al punto x → R entonces x → D∃ .

e) En virtud de lo anterior se tiene que el conjunto D f es la unión numerable de conjuntos cerrados.
f ) Exhiba un ejemplo de un conjunto que no es la unión numerable de conjuntos cerrados.

Solución. Para la parte a), observemos que si f es ∃1-continua en x, entonces existe ∀ > 0 tal que para
todo y,z → (x↔ ∀ ,x+ ∀ ) se tiene que | f (y)↔ f (z)| < ∃1 < ∃2. Luego f es ∃2-continua en x, es decir
Dc

∃1
↘ Dc

∃2
.

Para la parte b), supongamos que f es continua en x → R y fijemos ∃ > 0. Entonces existe ∀ > 0 tal que
si |x↔a|< ∀ , se tiene | f (x)↔ f (a)|< ∃/2. Ası́, | f (y)↔ f (z)|< ∃ para todo y,z → (x↔∀ ,x+∀ ), es decir
f es ∃-continua en x. Como ∃ > 0 es arbitrario, se concluye el resultado.

Ya probamos en el Ejercicio 41 que D f = ∪!
n=1D1/n pero escrito de una manera algo distinta. Basta

observar que Cn = Dc
1/n y de esta igualdad es directo lo pedido en c). La parte d) también sigue de lo

hecho en el Ejercicio 42 cuando se probó que Cn es abierto.

La parte e) es consecuencia de las partes c) y d). Por último, la parte f ) viene de la solución del Ejercicio
42, cuando probamos que R\Q tiene tal propiedad.
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Capı́tulo 3
La Derivada

Algunos de los siguientes ejercicios aparecen en los textos de Bressoud [3], Courant y John [7], Gelbaum
y Olmsted [10], Hardy [11], Lima [14], Rudin [19], Shakarchi [21] y en los textos de la Universidad Católica
de Valparaı́so [23] y de Zegarra [26].

1. Determine, en los puntos en que existen, las derivadas de las siguientes funciones

f (x) = |x|x, f (x) =
√
|x|, f (x) = logx 3, f (x) = logx(cosx).

Solución. Notemos que f (x) = x|x| está definida por f (x) =↔x2 si x < 0 y f (x) = x2 si x ↑ 0. La función
f es diferenciable en (↔!,0)∪(0,!) y su derivada en este conjunto es f ⇐(x) = 2|x|. La derivada en x = 0
es

lı́m
x⇑0+

f (x)↔ f (0)
x↔0

= lı́m
x⇑0+

x = 0 = lı́m
x⇑0↔

(↔x) = lı́m
x⇑0↔

f (x)↔ f (0)
x↔0

.

Por lo tanto, la derivada de f en x = 0 existe y es igual a cero.

La segunda función está definida por f (x) =
⇓

x si x ↑ 0, y f (x) =
⇓
↔x si x < 0. En este caso tenemos

que f ⇐(x) = 1/2
⇓

x si x > 0 y f ⇐(x) =↔1/2
⇓
↔x si x < 0. Cuando x = 0 tenemos,

f ⇐+(0) = lı́m
x⇑0+

f (x)↔ f (0)
x↔0

= lı́m
x⇑0+

⇓
x

x
= !.

Por lo tanto, como no existe el lı́mite, la función no es diferenciable en x = 0.

En el caso de tercera función, notamos que f (x) = logx 3 = log3/ logx. Por lo tanto para x > 0,

f ⇐(x) =↔ log3
log2 x

· 1
x
=↔ log3

x log2 x
.

Para la cuarta función, notamos que f (x) = logx cosx = log(cosx)
logx . De donde

f ⇐(x) =
↔ senx

cosx logx↔ log(cosx)
x

log2 x
=↔ senx

cos(x) logx
↔ log(cosx)

x log2 x

cuyo dominio es el conjunto de números reales x con cosx > 0.

2. Demuestre que la función definida por

f (x) =

{
x2|cos(#/x)| si x ≃= 0,
0 si x = 0.

67
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no es diferenciable en los puntos xn = 2/(2n+ 1) donde n → Z, pero es diferenciable en x = 0 que es
lı́mite de la sucesión (xn)n.

Solución. Por definición

f ⇐(0) = lı́m
h⇑0

f (h)↔ f (0)
h↔0

= lı́m
h⇑0

h2|cos(#/h)|
h

= lı́m
h⇑0

h|cos(#/h)|= 0.

Por lo tanto, la función f es diferenciable en x = 0. Consideremos ahora la diferenciabilidad en xn donde
notamos que cos(#/xn) = 0. Ahora, para n impar

lı́m
x⇑x+n

f (x)↔ f (xn)

x↔ xn
= lı́m

x⇑x+n

x2 cos(#/x)↔0
x↔ xn

=

(
2xcos(#/x)↔ x2

(
↔#
x2

)
sen(#/x)

)∣∣∣
x=xn

.

Ası́ f ⇐+(xn) =↔1. Análogamente obtenemos que f ⇐↔(xn) = 1. Por tanto f no es diferenciable en x = xn.

3. Suponga que las funciones f y g son diferenciables en el punto x = a. Determine

a)

lı́m
x⇑a

x f (a)↔a f (x)
x↔a

,

b)

lı́m
x⇑a

f (x)g(a)↔ f (a)g(x)
x↔a

.

Solución.

a) Primero reescribimos el lı́mite como

lı́m
x⇑a

x f (a)↔a f (x)
x↔a

= lı́m
x⇑a

x f (a)↔ x f (x)+ x f (x)↔a f (x)
x↔a

= lı́m
x⇑a

(x↔a) f (x)↔ x( f (x)↔ f (a))
x↔a

.

Luego, concluimos usando la continuidad de la función f en x= a, y la regla del producto para lı́mites,

lı́m
x⇑a

x f (a)↔a f (x)
x↔a

= lı́m
x⇑a

(x↔a) f (x)↔ x( f (x)↔ f (a))
x↔a

= f (a)↔a f ⇐(a).

b) Similarmente, reescribimos el lı́mite pedido y usamos las reglas de lı́mites para obtener

lı́m
x⇑a

f (x)g(a)↔ f (a)g(x)
x↔a

= lı́m
x⇑a

g(x)
f (x)↔ f (a)

x↔a
↔ lı́m

x⇑a
f (x)

g(x)↔g(a)
x↔a

= g(a) f ⇐(a)↔ f (a)g⇐(a).

4. Sea f una función diferenciable en x = 0 con f ⇐(0) ≃= 0. Determine

lı́m
x⇑0

f (x)ex ↔ f (0)
f (x)cosx↔ f (0)

.

Solución. Tenemos que

lı́m
x⇑0

f (x)ex ↔ f (0)
f (x)cosx↔ f (0)

=
lı́mx⇑0

f (x)ex↔ f (0)e0

x↔0

lı́mx⇑0
f (x)cosx↔ f (0)cos0

x↔0

=
( f (x)ex)⇐

∣∣∣
x=0

( f (x)cosx)⇐
∣∣∣
x=0

=
f ⇐(0)+ f (0)

f ⇐(0)
.

5. Sea f una función diferenciable en x = a con f (a)> 0. Determine
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lı́m
x⇑a

(
f (x)
f (a)

)1/(logx↔loga)

.

Solución. Notemos que como la exponencial es continua y el logaritmo es su inversa, este lı́mite es igual
a

exp

{
lı́m
x⇑a

log

[(
f (x)
f (a)

) 1
logx↔loga

]}

Pero,

log

[(
f (x)
f (a)

) 1
logx↔loga

]
=

1
logx↔loga

x↔a

· log f (x)↔ log f (a)
x↔a

.

Luego,

lı́m
x⇑a

1
logx↔loga

x↔a

· log f (x)↔ log f (a)
x↔a

=
1

(logx)⇐x=a
(log f (x))⇐x=a =

a f ⇐(a)
f (a)

.

Por lo tanto

lı́m
x⇑a

(
f (x)
f (a)

) 1
logx↔loga

= exp
(

a f ⇐(a)
f (a)

)
.

6. Sea f una función diferenciable en x = 0 con f (0) = 0 y sea k → N. Determine el valor de

lı́m
x⇑0

1
x

(
f (x)+ f

( x
2

)
+ f

( x
3

)
+ · · ·+ f

(x
k

))
.

Solución. Como f (0) = 0, podemos reescribir el lı́mite pedido de la siguiente forma

lı́m
x⇑0

1
x

(
f (x)+ f

( x
2

)
+ · · ·+ f

(x
k

))
= lı́m

x⇑0

(
f (x)↔ f (0)

x
+

1
2

f (x/2)↔ f (0)
x/2

+ · · ·+ 1
k

f (x/k)↔ f (0)
x/k

)

Luego, usando que f es diferenciable en x = 0, tenemos que

lı́m
x⇑0

1
x

(
f (x)+ f

( x
2

)
+ · · ·+ f

(x
k

))
=

(
1+

1
2
+

1
3
+ · · ·+ 1

k

)
f ⇐(0).

7. Funciones hiperbólicas. La función coseno hiperbólico se define por cosh(x) = ex+e↔x

2 , y la función seno
hiperbólico se define por senh(x) = ex↔e↔x

2 . Demuestre que cosh2 x↔ senh2 x = 1 y calcule las derivadas
de ambas funciones.

Solución. Por definición tenemos que cosh2(x)↔senh2(x) = e2x+2+e↔2x

4 ↔ e2x↔2+e↔2x

4 = 1. Además, usan-
do las propiedades de derivadas,

cosh⇐(x) =
ex ↔ e↔x

2
= senh(x), senh⇐(x) =

ex + e↔x

2
= cosh(x).

8. Calcule la derivada de las siguientes funciones

a)

f (x) = arccos(lnx), g(x) =



2x+
√

2x+
⇓

2x, h(x) =
tan(2x)

1↔ cot(3x)
.

b)
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f (x) = sen

(
1↔ x
1+ x

)3

, g(x) =
sec(x2)senx
cosec(x2 +1)

, h(x) = sen(x3)arctanx2
.

c)
f (x) = xxx

, g(x) = ex arcsenx, h(x) = ln
(

cosarcsen32↔x
)
.

d)

f (x) = (senx)cosx +(cosx)senx , g(x) = arctan
√⇓

x+ arccosx.

e)

f (x) =
1

(sec2x↔1)3/2 , g(x) = (lnx)(sen(ex)), h(x) = x5 cos(lnx2).

Solución.

a)

f ⇐(x) =↔ 1
x
√

1↔ (ln(x))2
, g⇐(x) =

1
8

8
√⇓

x(
⇓

2+2
⇓

x)
⇓

x+4
⇓

x+
⇓

2


2x+
√⇓

x(
⇓

2+2
⇓

x)
√⇓

x(
⇓

2+2
⇓

x)
⇓

x

,

h⇐(x) =
2sec2(2x)
1↔ cot(3x)

↔ 3tan(2x)csc2(3x)
(1↔ cot(3x))2 .

b)

f ⇐(x) =
3
(

cos
(√

1↔x
1+x

)2
↔1

)
cos

(√
1↔x
1+x

)

(1+ x)2
√

1↔x
1+x

,

g⇐(x)= 2sec(x2) tan(x2)xsen(x)sen(x2+1)+sec(x2)cos(x)sen(x2+1)+2sec(x2)sen(x)cos(x2+1)x,

h⇐(x) = sen(x3)arctan(x2)

(
2x ln(sen(x3))

x4 +1
+

3arctan(x2)cos(x3)x2

sen(x3)

)
.

c)

f ⇐(x)= xxx
(xx(lnx+1) lnx+xx↔1), g⇐(x)= ex arcsenx+

ex
⇓

1↔ x2
, h⇐(x)=

(32↔x
)22↔x ln(2) ln(3)
1↔ (32↔x)2 .

d)

f ⇐(x) = sen(x)cosx
(
↔sen(x) ln(senx)+

cos(x)2

senx

)
+ cos(x)senx

(
cos(x) ln(cosx)↔ sen(x)2

cosx

)
,

g⇐(x) =
1
2

1
2
⇓

x ↔
1⇓

1↔x2
√⇓

x+ arccosx(1+
⇓

x+ arccosx)

e)

f ⇐(x) =↔3sec(2x) tan(2x)
(sec(2x)↔1)5/2 ,

g⇐(x) =
sen(ex)

x
+ ln(x)cos(ex)ex, h⇐(x) = 5x4 cos(ln(x2))↔2x4 sen(ln(x2)).
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9. Sea f : R⇑ R una función periódica, es decir, tal que existe A → R de modo que f (x+A) = f (x) para
todo x → R. Demuestre que f ⇐ también es periódica.

Solución. Derivando la igualdad f (x) = f (x+A), obtenemos f ⇐(x) = f ⇐(x+A) d
dx (x+A) = f ⇐(x+A).

Por lo tanto, f ⇐ también es periódica.

10. Sea f : [a,b]⇑R una función continua tal que f es diferenciable excepto quizás en c→ (a,b). Demuestre
que si f ⇐(x)⇑ L cuando x ⇑ c, entonces f ⇐(c) = L.

Solución. Sea x→ (a,c). Por el Teorema del Valor Medio, existe , (x)→ (x,c) tal que f ⇐(, (x)) = f (x)↔ f (c)
x↔c .

Además, como x < , (x)< c, tenemos que , (x)⇑ c cuando x ⇑ c↔. Entonces

L = lı́m
x⇑c↔

f ⇐(, (x)) = lı́m
x⇑c↔

f (x)↔ f (c)
x↔ c

=: f ⇐↔(c).

Donde f ⇐↔(c) es la derivada por la izquierda de f en c . Análogamente f ⇐+(c) = L, luego f ⇐(c) = L.

11. Sea f : [a,b]⇑ R una función diferenciable cuya derivada es continua y decreciente tal que f ⇐(b) > 0.
Sea b0 = b. Demuestre que los números

bn = f↔1 ( f (bn↔1)↔ f ⇐(bn↔1)(bn↔1 ↔a)
)

están bien definidos y son tales que a < bn < bn↔1. Demuestre que la sucesión { f (bn)}n converge al
punto x = a (ver Evans [9]).

Solución. Primero notamos que como f ⇐ es decreciente y f ⇐(b) es positivo, entonces f ⇐(x) ↑ f ⇐(b) > 0
para todo x → [a,b]. En particular, f es estrictamente creciente.
Ahora procedemos por inducción. Por el Teorema del Valor Medio aplicado a f en [a,b], existe a<X < b
tal que f (a) = f (b)↔ f ⇐(X)(b↔a). Entonces, como f ⇐ es decreciente y f ⇐(b)> 0, se tiene que

f (a)< f (b)↔ f ⇐(b)(b↔a)< f (b).

Como f es continua, podemos usar el Teorema del Valor Intermedio para probar que existe con a < b1 <
b tal que f (b1) = f (b)↔ f ⇐(b)(b↔a). Además f es creciente y continua en [a,b], ası́ la función inversa
f↔1 existe. Por tanto b1 = f↔1( f (b)↔ f ⇐(b)(b↔a)).
Ahora asumimos por inducción que bn existe con a < bn < bn↔1. Como antes, usamos el Teorema del
Valor Medio a f en [a,bn], para probar que

f (a)< f (bn)↔ f ⇐(bn)(bn ↔a)< f (bn).

Luego, por el Teorema del Valor Intermedio y usando la función inversa f↔1 obtenemos que bn+1 =
f↔1( f (bn)↔ f ⇐(bn)(bn ↔a)) existe con a < bn+1 < bn y se completa la inducción.
La sucesión {bn} es decreciente y acotada inferiormente por a, por lo tanto el lı́mite L = lı́mn⇑! bn existe
y pertenece al intervalo [a,b). Como f (bn) = f (bn↔1)↔ f ⇐(bn↔1)(bn↔1 ↔a), sigue de la continuidad de
f y f ⇐ que L = a. Por lo tanto { f (bn)}n converge a f (a).

12. Sea f : R⇑ R la función definida por f (x) = x|x|, demuestre que es diferenciable en todo R y calcule
su derivada.

Solución. Si x> 0 entonces f (x) = x2. En este caso la derivada viene dada por f ⇐(x) = 2x. Análogamente,
si x < 0 entonces f ⇐(x) =↔2x. Consideramos ahora el caso x = 0. Por definición,

lı́m
x⇑0

f (x)↔ f (0)
x↔0

= lı́m
x⇑0

x|x|
x

= lı́m
x⇑0

|x|= 0.



72 3 La Derivada

13. Sean u, v : [a,b]⇑ R dos funciones diferenciables. Determine la derivada de uv utilizando el Teorema
del Valor Medio (sin utilizar el logaritmo). Ver [25].

Solución. En lo que sigue probaremos el lı́mite anterior por definición. Como

u(x+h)v(x+h)↔u(x)v(x) = (u(x+h)v(x+h)↔u(x)v(x+h))+(u(x)v(x+h)↔u(x)v(x)),

aplicando el Teorema del Valor Medio para el primer término fijando v(x+h) en el exponente,

u(x+h)v(x+h)↔u(x)v(x+h) = (u(x+h)↔u(x)) · v(x+h) · rv(x+h)↔1,

donde u(x+ h) < r < u(x) o u(x) < r < u(x+ h). Aplicando el Teorema del Valor Medio al segundo
término en la descomposición inicial,

u(x)v(x+h)↔u(x)v(x) = (v(x+h)↔ v(x))u(x)s log(u(x)),

donde v(x+h)< s < v(x) o v(x)< s < v(x+h). Por tanto, obtenemos que

u(x+h)v(x+h)↔u(x)v(x)

h
= v(x+h) · rv(x+h)↔1 · u(x+h)↔u(x)

h
+u(x)s log(u(x)) · v(x+h)↔ v(x)

h
.

Para finalizar basta tomar el lı́mite cuando h ⇑ 0. En el lı́mite, notamos que r ⇑ u(x) y s ⇑ v(x). De
aqui se concluye.

14. El siguiente ejercicio fue propuesto por Longley [15] en 1937. Sea a > 0 y ∃ → (0,#). Definimos

b =
asen∃

1+ sen∃
, c =

asen∃
cos2 ∃

.

La función f : (0,+!)⇑ R se define por partes,

f (r) =






4
3 #r3 si 0 < r ↓ b,

#
3sen3 ∃ (r(sen∃ ↔1)+asen∃)2 (r(2sen∃ +1)↔asen∃) si b < r ↓ c,
#
3 (2r3 ↔ (2r2 +a2 tan2 ∃)

⇓
r2 ↔a2 tan2 ∃) si c < r.

Demuestre que la función f es diferenciable en todo su dominio y que su derivada es continua, sin em-
bargo su segunda derivada posee discontinuidades.

Solución. Denotamos las ramas de f por f1, f2, f3, respectivamente. Como las funciones en las ramas
son dos veces diferenciables, basta evaluar la diferenciabilidad de la función en los puntos b y c.
Por sustitución directa tenemos que

f1(b) = f2(b) =
4#a3 sen3 ∃

3(1+ sen∃)3 , f2(c) = f3(c) =
#a3 sen3 ∃(2+ sen∃)

3(1↔ sen∃)(1+ sen∃)3 .

Por lo tanto f es continua en r = b y en r = c. La primera derivada de f cuando 0 < r ↓ b es d f
dr =

f ⇐1(r) = 4#r2. La derivada de f cuando b < r ↓ c es

d f
dr

= f ⇐2(r) =
#

sen3 ∃
(r(sen∃ ↔1)+asen∃)(r(2sen2 ∃ ↔ sen∃ ↔1)+asen∃).

La derivada de f cuando r > c es,

d f
dr

= f ⇐3(r) = #
(

2r2 ↔ r(2r2 ↔a2 tan2 ∃)⇓
r2 ↔a2 tan2 ∃

)
.



3 La Derivada 73

Nuevamente por sustitución directa tenemos

f ⇐1(b) = f ⇐2(b) =
4#a2 sen2 ∃
(1+ sen∃)2 , f ⇐2(c) = f ⇐3(c) =↔ #a2 sen∃

(1+ sen∃)2 .

Por lo tanto d f/dr también es continua en r = b y en r = c. Por otra parte,

f ⇐⇐1 (b) =
8#asen∃
1+ sen∃

, f ⇐⇐2 (b) =↔2#a(1↔ sen∃)(1+3sen∃)

sen∃(1+ sen∃)
,

f ⇐⇐2 (c) =↔2#a(1↔ sen∃)

1+ sen∃
, f ⇐⇐3 (c) =

#a(1↔ sen∃)(1+2sen∃ ↔ sen2 ∃)

sen2 ∃(1+ sen∃)
.

Supongamos que ∃ → (0, #
2 ). En este caso se tiene que lı́mr⇑b↔

d2 f
dr2 es un número positivo, y lı́mr⇑b+

d2 f
dr2

un número negativo. Por lo tanto la segunda derivada tiene una discontinuidad finita en r = b. Además,
tenemos que lı́mr⇑c↔

d2 f
dr2 es un número negativo, y lı́mr⇑c+

d2 f
dr2 un número positivo cuando r > c. Por lo

tanto, la segunda derivada tiene también una discontinuidad en r = c. El caso cuando ∃ = #
2 ó ∃ → (#

2 ,#)
se pueden probar similarmente.

15. Sean f , g, h : R⇑ R funciones diferenciables tales que g = f ·h. Demuestre que la n-ésima derivada de
g viene dada por

g(n) = h(n) f +
(

n
1

)
h(n↔1) f ⇐+

(
n
2

)
h(n↔2) f ⇐⇐+ · · ·+h f (n).

A partir de este resultado, deducir una fórmula general para la n-ésima derivada del cuociente f = g/h.
Ver el artı́culo de Ivanoff [13].

Solución. Probaremos el resultado por inducción. Para n = 1 la propiedad se satisface ya que ( f h)⇐ =
f ⇐h+ f h⇐. Ahora, supongamos que la propiedad se cumple para n. Derivando la igualdad para n obtene-
mos:

( f h)(n+1) =
n

∀
k=0

(
n
k

)
f (k+1)h(n↔k) +

n

∀
k=0

(
n
k

)
f (k)h(n+1↔k)

=
n+1

∀
k=1

(
n

k↔1

)
f (k)h(n+1↔k) +

n

∀
k=0

(
n
k

)
f (k)h(n+1↔k)

= f (0)h(n+1) + f (n+1)h(0) +
n

∀
k=1

[(
n

k↔1

)
+

(
n
k

)]
f (k)h(n+1↔k)

= f (0)h(n+1) + f (n+1)h(0) +
n

∀
k=1

(
n+1

k

)
f (k)h(n+1↔k) =

n+1

∀
k=0

(
n+1

k

)
f (k)h(n+1↔k).

Luego, se tiene que para todo k → {1, . . . ,n} la fórmula para el producto se satisface. Evaluando la
expresión g(n) = ( f h)(n) y despejando el término f (n)h, obtenemos una fórmula recursiva para la n-ésima
derivada del cuociente f = g/h:

f (n) =
1
h

(
g(n)↔

n↔1

∀
k=0

(
n
k

)
f (k)h(n↔k)

)
.

Alternativamente, como demuestra Ivanoff [13], este sistema triangular de n+1 ecuaciones lineales para
las incógnitas f , f ⇐, . . . , f (n) se puede resolver explı́citamente utilizando la regla de Cramer, lo que per-
mite expresar la n-ésima derivada f (n) de forma compacta como un determinante de orden n+1.
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16. En el ejercicio anterior se pide probar la regla de Leibniz para la n-ésima derivada de un producto de
dos funciones. Determine una fórmula análoga para el producto de m funciones diferenciables. Vea el
artı́culo de Mazkewitsch [16].

Solución. Procederemos por inducción sobre el número de funciones m. Afirmamos que la n-ésima deri-
vada del producto de m funciones f1, f2, . . . , fm está dada por la fórmula multinomial:

(
m

#
i=1

fi

)(n)

= ∀
j1+ j2+···+ jm=n

(
n

j1, j2, · · · , jm

) m

#
i=1

f ( ji)
i ,

donde, por definición, el coeficiente multinomial es
(

n
j1 j2 · · · jm

)
=

n!
j1! j2! · · · jm!

.

Para m = 2, la fórmula se reduce a

( f1 f2)
(n) = ∀

j1+ j2=n

n!
j1! j2!

f ( j1)
1 f ( j2)

2 =
n

∀
j1=0

(
n
j1

)
f ( j1)
1 f (n↔ j1)

2 ,

lo cual es exactamente la regla generalizada de Leibniz para dos funciones que demostramos en el ejer-
cicio anterior.
Paso inductivo: Supongamos que la fórmula es cierta para el producto de m funciones. Consideremos
ahora el caso para m+ 1 funciones. Podemos agruparlas como el producto de dos funciones: F · fm+1,
donde F = #m

i=1 fi. Aplicando la regla de Leibniz para dos funciones (nuestro paso base) obtenemos:

(
m+1

#
i=1

fi

)(n)

= (F · fm+1)
(n) =

n

∀
k=0

(
n
k

)
F(k) f (n↔k)

m+1 .

Por nuestra hipótesis inductiva, sabemos que la k-ésima derivada de F es:

F(k) = ∀
j1+···+ jm=k

k!
j1! · · · jm!

m

#
i=1

f ( ji)
i .

Sustituyendo esto en la ecuación anterior, resulta:

(
m+1

#
i=1

fi

)(n)

=
n

∀
k=0

n!
k!(n↔ k)!

(

∀
j1+···+ jm=k

k!
j1! · · · jm!

m

#
i=1

f ( ji)
i

)
f (n↔k)
m+1 .

Al reagrupar y multiplicar los coeficientes, notamos que los términos k! se cancelan:

n!
k!(n↔ k)!

k!
j1! · · · jm!

=
n!

j1! · · · jm!(n↔ k)!
.

Si definimos jm+1 = n↔ k, observamos que la condición de la sumatoria interna ∀m
i=1 ji = k implica que

∀m+1
i=1 ji = k+(n↔ k) = n. Además, iterar sobre todos los k posibles y luego sobre todas las particiones

de k, es exactamente equivalente a iterar sobre todas las particiones posibles de n en m+ 1 enteros no
negativos. Por lo tanto, la expresión se simplifica a:

∀
j1+···+ jm+1=n

n!
j1! · · · jm+1!

m+1

#
i=1

f ( ji)
i ,
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lo que concluye el paso inductivo y demuestra la fórmula general.

17. Determine el número de raı́ces menores que uno de la ecuación

f (x) = 4x5 ↔5x4 +2 = 0.

Es decir, determine el número de elementos x ↓ 1 tales que f (x) = 0.

Solución. Notemos que la derivada f ⇐(x) = 20x3(x↔ 1) se anula solamente cuando x = 0 o x = 1. Por
lo tanto la ecuación f (x) = 0 puede tener a lo más una raı́z real en los intervalos (↔!,0) y (0,1). En
efecto si cualesquiera de esos intervalos tuviese dos raı́ces, por ejemplo y1,y2 → (0,1) (o en (↔!,0)) con
f (y1) = f (y2) = 0, por el Teorema de Rolle la derivada debiese anularse en algún punto de (0,1) (o de
(↔!,0)).
Notemos que f (0) = 2 > 0 y que f (1) = 1 > 0. Tenemos además que para n →N suficientemente grande
f (↔n)< 0. Luego, por el Teorema del Valor Intermedio existe x1 → (↔!,0) tal que f (x1) = 0.
Observemos finalmente que no hay raı́ces en [0,1]. Como f (0) = 2 y f (1) = 1, si existe y → (0,1) tal que
f (y) = 0 entonces necesariamente f (y) debe ser el mı́nimo de f : [0,1]⇑R y por lo tanto f ⇐(y) = 0. Pero
ya vimos que la derivada de f no se anula en (0,1). Por lo tanto existe una única raı́z de f en (↔!,1).

18. Construya una función diferenciable f : R ⇑ R tal que para todo número racional r → Q se tiene que
f (r) →Q es racional y f ⇐(r) /→Q es irracional (ver [20] y las referencias que ahı́ aparecen).

Solución. Sea g̃ : [↔1/2,1/2] ⇑ R definida por g̃(x) = x(1↔ 4x2). Definimos g como la extensión 1-
periódica de g̃ a todo R. Notamos que g̃(±1/2) = 0 y g̃⇐(±1/2) =↔2, por lo que la extensión g resulta
ser diferenciable en todo R con derivada continua (g → C1(R)). Además, g se anula en los números
enteros y en esos puntos su derivada es g̃⇐(0) = 1.
Consideremos la función

f (x) =
!

∀
n=0

g(n!x)
(n!)2 .

Como g⇐ es continua y periódica, está acotada por alguna constante M > 0. La serie de las derivadas
∀!

n=0
g⇐(n!x)

n! está mayorada por ∀!
n=0

M
n! , la cual converge. Por el Test M de Weierstrass, f es diferenciable

y su derivada es continua.
Sea x = p

q →Q (con p → Z,q → N). Para todo n ↑ q, se tiene que n!x → Z, lo que implica que g(n!x) = 0.
Por lo tanto, la serie para f (x) se reduce a una suma finita:

f (x) =
q↔1

∀
n=0

g(n!x)
(n!)2 .

Como g evalúa racionales en racionales, concluimos que f (x) →Q, por lo que f (Q)↘Q.
Por otro lado, evaluemos la derivada en x = p

q →Q. Sabemos que para n ↑ q, al ser n!x un número entero,
g⇐(n!x) = 1. Consideremos la diferencia entre f ⇐(x) y el número de Euler e = ∀!

n=0
1
n! :

f ⇐(x)↔ e =
!

∀
n=0

g⇐(n!x)
n!

↔
!

∀
n=0

1
n!

=
!

∀
n=0

g⇐(n!x)↔1
n!

.

Como g⇐(n!x)↔1 = 0 para todo n ↑ q, la serie se trunca, obteniendo una suma finita:

f ⇐(x)↔ e =
q↔1

∀
n=0

g⇐(n!x)↔1
n!

→Q.
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Dado que la diferencia f ⇐(x)↔ e es un número racional, y e es irracional, se sigue necesariamente que
f ⇐(x) /→Q.

19. Sea f : R ⇑ R definida por f (x) = x2. Dados x,y → R calcule explı́citamente el punto que satisface el
Teorema del Valor Medio, es decir, determine c → (x,y) tal que

f (x)↔ f (y)
x↔ y

= f ⇐(c).

Solución. Sean x,y → R y notemos que f ⇐(x) = 2x. Basta resolver

2c = f ⇐(c) =
f (x)↔ f (y)

x↔ y
=

x2 ↔ y2

x↔ y
= x+ y

Por lo tanto, el punto c → (x,y) que buscamos es c = x+y
2 .

20. Calcule la derivada Schwarziana de f (x) = +x(1↔ x).

Solución. Como f ⇐(x) = + ↔2+x, f ⇐⇐(x) =↔2+ y f ⇐⇐⇐(x) = 0, por definición de la derivada Schwarziana,

S f (x) =↔ 6
(1↔2x)2 .

21. Sean f : [a,b]⇑ R y sea S f su derivada Schwarziana. Demuestre que si S f (x) < 0 para todo x → [a,b]
entonces | f ⇐(x)| no alcanza su mı́nimo en (a,b).

Solución. Dado que S f está bien definida, podemos asumir que f ⇐(x) nunca es cero. Por contradic-
ción, suponemos que | f ⇐| alcanza su mı́nimo en x0 → (a,b). Sin pérdida de generalidad, suponemos que
f ⇐(x0)> 0. Por tanto en una vecindad de x0 tenemos que f ⇐(x0)↓ f ⇐(x) y por ende

0 ↓ f ⇐(x)↔ f ⇐(x0)

x↔ x0
si x > x0.

De la misma forma se puede ver que

0 ↑ f ⇐(x0)↔ f ⇐(x)
x0 ↔ x

si x < x0.

Luego como f es tres veces diferenciable, en particular es dos veces diferenciable y necesariamente
f ⇐⇐(x0) = 0. Por lo tanto, usando la definición de la derivada Schwarziana,

S f (x0) =
f ⇐⇐⇐(x0)

f ⇐(x0)
↔ 3

2

(
f ⇐⇐(x0)

f ⇐(x0)

)2
=

f ⇐⇐⇐(x0)

f ⇐(x0)
.

Además por hipótesis S f (x0) < 0 y como estamos considerando el caso que f ⇐(x0) > 0, entonces
f ⇐⇐⇐(x0)< 0. Esto nos da una contradicción, pues si f ⇐⇐(x0) = 0 y f ⇐⇐⇐(x0)< 0 entonces x0 es un máximo
local de f ⇐. Luego f ⇐ serı́a constante en una vecindad de x0 y ası́ f ⇐(x0) = 0. Esto contradice la hipótesis.

22. Sea f : [a,b]⇑ [a,b] una función tres veces diferenciable. Demuestre que la derivada Schwarziana de f
tiene signo opuesto de (1/

√
| f ⇐|)⇐⇐.

Solución. Suponemos que f ⇐(x) ≃= 0 para que la derivada Schwarziana tenga sentido. Además, sin pérdida
de generalidad asumimos que f ⇐ > 0. Calculando la derivada en el enunciado,
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(
1⇓
f ⇐

)⇐⇐

=
1⇓
f ⇐

(
3
4
·
(

f ⇐⇐(x)
f ⇐(x)

)2

↔ 1
2
· f ⇐⇐⇐(x)

f ⇐(x)

)
=↔1

2
S( f )

1⇓
f ⇐

En particular, la derivada Schwarziana tiene el signo opuesto a (1/
⇓

f ⇐)⇐⇐. El caso cuando f ⇐ es negativa
se puede probar similarmente.

23. Sea f : [a,b]⇑ [a,b] una función tres veces diferenciable tal que S f (x)< 0 para todo x → [a,b]. Demues-
tre que si f posee un número finito de puntos crı́ticos (es decir, de puntos donde se anula la derivada)
entonces f posee un número finito de puntos periódicos atractores (o estables). El resultado anterior es
conocido como Teorema de Singer (1978). Una demostración puede encontrarse en [22, p.69].

Solución. En lo que sigue denotaremos por f m a la composición f ¬ f ¬ · · · ¬ f de la función f consigo
misma m veces. Sea p un punto periódico atractor para f de perı́odo m, es decir, tal que |( f m)⇐(p)|< 1.
Sea W (p) la componente conexa de {x → [a,b] : lı́m j⇑! f m j(x) = p} que contiene a p. Claramente W (p)
es un intervalo tal que f m(W (p))↘W (p).
Para p fijo, como f m(W (p)) ↘ W (p) y W (p) es maximal, o bien f m preserva los extremos l y r de
W (p) = (l,r), o al menos uno de los extremos choca con la frontera del dominio (a o b). Para el caso en
que los extremos están al interior del dominio, tenemos tres posibilidades lı́mites:

f m(l) = l y f m(r) = r; o f m(l) = r y f m(r) = l; o f m(l) = f m(r).

Si f m(l) = l y f m(r) = r, el gráfico de f m (y el Teorema del Valor Medio) muestra que existen puntos
x1 y x2 tales que l < x1 < p < x2 < r donde ( f m)⇐(x1) = ( f m)⇐(x2) = 1. Pero como ( f m)⇐(p) < 1, esto
implicarı́a que la derivada ( f m)⇐ tiene un mı́nimo local positivo en el intervalo (x1,x2). Por un ejercicio
anterior sabemos que si S f < 0, entonces f (y sus iteradas, ya que la composición preserva la negati-
vidad de la Schwarziana) no puede tener un mı́nimo local positivo ni un máximo local negativo para
su derivada. Por lo tanto, para evitar esta contradicción, debe existir un punto crı́tico en el intervalo
(x1,x2)↘W (p).
El segundo caso ( f m(l) = r y f m(r) = l) se resuelve de la misma forma al considerar f 2m. Para el tercer
caso ( f m(l) = f m(r)), por el Teorema de Rolle, f m debe tener obligatoriamente un mı́nimo o máximo
local estrictamente entre l y r. Por tanto, también habrá un punto crı́tico en W (p).
Para los casos en que l o r coinciden con a o b, el argumento anterior se adapta considerando que estas
cuencas son atraı́das hacia p desde los bordes del dominio. En resumen: cada órbita periódica atractora
atrae al menos a un punto crı́tico de f o a uno de los extremos del dominio a o b. Como hay finitos
puntos crı́ticos y solo dos extremos en [a,b], existe un número finito de puntos periódicos atractores.

Ahora consideremos el caso en que |( f m)⇐(q)| = 1 (puntos neutros). Si f tiene un punto fijo q tal que
f ⇐(q) = 1 (se puede considerar f 2 para el caso ↔1), demostraremos que q debe atraer puntos desde al
menos un lado. Si q repeliera por ambos lados, tendrı́amos que f (x)< x para x < q y f (x)> x para x > q.
Esto implicarı́a que la función g(x) = f (x)↔ x pasa de ser negativa a positiva, teniendo un mı́nimo en q,
lo que fuerza a que f ⇐(q) = 1 sea un mı́nimo local para f ⇐. Esto nuevamente contradice que S f < 0.
Por lo tanto, alrededor de q se satisface | f ⇐(x)|< 1 por al menos uno de los lados, creando una cuenca de
atracción lateral W (q) que, por el mismo argumento anterior, debe tragar un punto crı́tico o un extremo
del dominio. Concluimos ası́ que el número total de órbitas periódicas estables o neutras está acotado
por el número de puntos crı́ticos más dos.

24. Sea p(x) = ax3 + bx2 + cx+ d. Estudie la convergencia del método de Newton–Raphson Np. Notamos
que p⇐(x) = 3ax2 +2bx+ c, por lo tanto basta estudiar

Np(x) = x↔ p(x)
p⇐(x)

=
2ax3 +bx2 ↔d
3ax2 +2bx+ c

.
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Solución. El método de Newton-Raphson define un sistema dinámico discreto dado por la iteración de
la función Np(x). Para estudiar su convergencia, analizamos sus puntos fijos y su comportamiento local
y global.
1. Puntos fijos y convergencia local: Los puntos fijos de Np corresponden exactamente a las raı́ces de
p(x), ya que Np(x) = x ∅↗ p(x) = 0. Para estudiar la estabilidad local, calculamos la derivada del
operador de Newton:

N⇐
p(x) =

d
dx

(
x↔ p(x)

p⇐(x)

)
= 1↔ (p⇐(x))2 ↔ p(x)p⇐⇐(x)

(p⇐(x))2 =
p(x)p⇐⇐(x)
(p⇐(x))2 .

Sea ∃ una raı́z de p(x).

Si ∃ es una raı́z simple (es decir, p(∃) = 0 y p⇐(∃) ≃= 0), entonces evaluando la derivada obtenemos
N⇐

p(∃) = 0. Por lo tanto, ∃ es un punto fijo superatractor. El método converge localmente hacia ∃ con
orden cuadrático.
Si ∃ es una raı́z múltiple de multiplicidad m > 1, mediante el uso de la regla de L’Hôpital se puede
verificar que lı́mx⇑∃ N⇐

p(x) = 1↔ 1
m ≃= 0. El punto ∃ sigue siendo un atractor, pero la convergencia

pierde su rapidez y se vuelve puramente lineal.

2. Puntos crı́ticos y dinámica global: Para determinar el comportamiento global del algoritmo, es fun-
damental estudiar la órbita de los puntos crı́ticos de Np. De la fórmula de la derivada, notamos que
N⇐

p(x) = 0 implica que p(x) = 0 o bien p⇐⇐(x) = 0. Como p(x) es un polinomio cúbico, su segunda deri-
vada es la función afı́n p⇐⇐(x) = 6ax+2b. Esto indica que, además de las propias raı́ces del polinomio, la
función iterada Np posee un único punto crı́tico libre (que coincide con el punto de inflexión de p) dado
por:

xc =↔ b
3a

.

3. Cuencas de atracción y Teorema de Barna: La dinámica global de Np está controlada por la órbita de
este punto crı́tico libre xc.

Si p(x) tiene tres raı́ces reales distintas, el Teorema de Barna asegura que el método converge a una
de las raı́ces para casi toda condición inicial en R. El conjunto de puntos que no convergen a ninguna
raı́z (donde la dinámica es caótica) forma un conjunto de Cantor invariante de medida de Lebesgue
nula.
Si existiera un ciclo periódico atractor distinto de las raı́ces de p, la teorı́a clásica de Fatou asegura
que la órbita del punto crı́tico libre xc debe ser atraı́da por dicho ciclo.

En conclusión, la convergencia está estrictamente garantizada sólo si la semilla inicial se toma en una
vecindad suficientemente pequeña de las raı́ces. Fuera de estas zonas locales, la iteración puede ser cap-
turada por raı́ces lejanas, divergir si la órbita aterriza en las preimágenes de las raı́ces de p⇐(x) (donde se
anula el denominador), o exhibir dinámica caótica en un conjunto fractal de medida nula.

25. Sea

f (x) =

{
e↔1/x2 si x ≃= 0;
0 si x = 0.

Demuestre que la n-ésima derivada de f en x = 0 es nula.

Solución. Primero, como lı́mx⇑0 f (x) = 0, la función f es continua en x = 0. Luego, como f (x) = eq(1/x)

donde q(x) =↔x2 es un polinomio, se puede verificar por inducción que

f (n)(x) = Pn(1/x)e↔1/x2
,
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para algún polinomio Pn. Además se tiene que x↔me↔1/x2 ⇑ 0 cuando x ⇑ 0 para todo m → N. En
particular f (n)(x) es continua en cero. Ahora, por definición,

f n+1(0) = lı́m
x⇑0

f n(x)↔ f n(0)
x↔0

= lı́m
x⇑0

Pn(1/x)
x

e↔1/x2
= 0.

Por lo tanto f (n)(0) = 0 para todo n → N.

26. Sean a→ (c,d) y f ,g : (c,d)⇑R funciones dos veces diferenciables tales que f (a)= g(a), f ⇐(a)= g⇐(a).
Demuestre que si para todo x → (c,d) se tiene f (x)↑ g(x) entonces f ⇐⇐(a)↑ g⇐⇐(a).

Solución. Consideremos la función h : (c,d)⇑R definida por h(x) = f (x)↔g(x). De las hipótesis tene-
mos que h es dos veces diferenciable. Además, h(a) = 0, h⇐(a) = 0 y h(x) ↑ 0 para todo x → (c,d). Por
lo tanto h posee un mı́nimo en x = a. Luego, h⇐⇐(a)↑ 0, por lo tanto f ⇐⇐(a)↑ g⇐⇐(a).

27. Construya, si existe, una función f (x) infinitamente diferenciable, distinta a la exponencial, ex, tal que
f (0) = 1 y para todo n ↑ 1 se tiene que f (n)(0) = 1.

Solución. Sea c → R, y definamos f (x) = ex + cg(x), donde g es la función definida por

g(x) =

{
e↔1/x2 si x ≃= 0;
0 si x = 0.

Por el Ejercicio 25 la función g es infinitamente diferenciable. Además g(n)(0) = 0 para todo n → N. Por
lo tanto, se tiene lo pedido.

28. Sea f : R⇑ R una función tal que para todo x,y → R se tiene que

| f (x)↔ f (y)|↓ (x↔ y)2.

Pruebe que f es constante.

Solución. Sea x0 → R. Para todo x ≃= x0, tenemos que | f (x)↔ f (x0)|↓ |x↔ x0|2. Por lo tanto

∞x → R,
∣∣∣∣

f (x)↔ f (x0)

x↔ x0

∣∣∣∣↓ |x↔ x0|.

Tomando el lı́mite cuando x ⇑ x0, tenemos que f ⇐(x0) existe para todo x0 → R. Ası́, hemos probado que
f es diferenciable, y además f ⇐(x) = 0 para todo x → R, por lo tanto f es constante. Se puede verificar
directamente que toda función constante satisface la hipótesis del enunciado.

29. Sea f : (0,+!)⇑ R una función dos veces diferenciable. Suponga que la segunda derivada es acotada
y que lı́mx⇑+! f (x) = 0. Demuestre que lı́mx⇑+! f ⇐(x) = 0.

Solución. Como la segunda derivada es acotada, existe M > 0 tal que para todo x → (0,+!) tenemos que
| f ⇐⇐(x)|< M. Sea x > 0 and h > 0. Por el Teorema de Taylor, existe . → (0,1) tal que

f (x+h) = f (x)+ f ⇐(x)h+ f ⇐⇐(x+.h)
h2

2
.

De aqui se tiene que

| f ⇐(x)|↓ | f (x+h)↔ f (x)|
h

+
Mh
2

.
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Sea h suficientemente pequeño tal que Mh
2 ↓ !

2 . Además | f (x)|↓ !h
2 y | f (x+h)|↓ !h

2 para x suficiente-
mente grande. Por lo tanto, concluimos que | f ⇐(x)|↓ ! para x suficientemente grande.

30. Calcule el siguiente lı́mite

lı́m
x⇑0

esenx ↔ ex

(senx)↔ x
.

Solución. Aplicando la regla de L’Hopital tres veces obtenemos

lı́m
x⇑0

esenx ↔ ex

(senx)↔ x
= lı́m

x⇑0

(cosx)esenx ↔ ex

cosx↔1
= lı́m

x⇑0

(cos2 x↔ senx)esenx ↔ ex

↔senx

= lı́m
x⇑0

(2cosxsenx↔ cosx)esenx +(cosx)(cos2 x↔ senx)esenx ↔ ex

↔cosx
= 1.

31. Demuestre que la siguiente función, que es positiva en el intervalo unitario y nula fuera de el, es infini-
tamente diferenciable

f (x) =

{
e↔1/x2(1↔x)2 si x → (0,1),
0 si x → R\ (0,1).

Solución. Primero notamos que la función f es infinitamente diferenciable para todo x →R\{0,1}. Falta
probar que la función es infinitamente diferenciable en {0,1}. Dado que fuera del intervalo (0,1) la
función f es idénticamente cero, basta verificar que todas las derivadas de f son cero en {0,1}.
Utilizado descomposición en fracciones parciales tenemos que,

exp
(

↔1
x2(x↔1)2

)
= exp

(
↔ 1

x2

)
exp

(
↔ 1
(x↔1)2

)
exp

(
↔2

x

)
exp

(
2

x↔1

)
.

Por el Ejercicio 25, y extendiendo este a la función

h(x) =

{
e↔1/x si x > 0,
0 si x ↓ 0,

es fácil probar que todas las derivadas de f se anulan en {0,1}. De aqui se concluye.

32. Sea f :R⇑R una función diferenciable tal que existe M > 0 de modo que si x→R entonces | f ⇐(x)|↓M.
Demuestre que existe ! > 0 tal que la función g : R⇑ R definida por g(x) = x+ ! f (x) es inyectiva.

Solución. Sea ! > 0 tal que 1/! > M. Notemos que, como f ⇐(x) ↑ ↔M para todo x → R, se tiene que
g⇐(x) = 1+ ! f ⇐(x) ↑ 1↔ !M > 0. Ahora, como la derivada de g es positiva, la función es estrictamente
creciente y por lo tanto inyectiva.

33. Supongamos que f es una función diferenciable para todo x > 0 tal que

lı́m
x⇑!

f ⇐(x) = 0.

Sea g(x) = f (x+1)↔ f (x). Demuestre que

lı́m
x⇑!

g(x) = 0.

Solución. Notemos que para cada x > 0, por el Teorema del Valor Medio, existe , (x) → (x,x+1) tal que

f ⇐(, (x)) = f (x+1)↔ f (x)
x+1↔ x

= f (x+1)↔ f (x) = g(x).
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Y como , (x)> x tenemos que , (x)⇑ ! cuando x ⇑ !. Por tanto lı́mx⇑! g(x) = lı́mx⇑! f ⇐(, (x)) = 0.

34. Sea f : (a,+!)⇑ R una función dos veces diferenciable, tal que

sup
x→R

| f (x)|= M1, sup
x→R

| f ⇐(x)|= M2, sup
x→R

| f ⇐⇐(x)|= M3.

Demuestre que
M2

2 ↓ 2M1M3.

Solución. Sea x > a y h > 0 tal que x > h+a. Por el Teorema de Taylor, existen .1, .2 → (0,1) tales que

f (x+h) = f (x)+ f ⇐(x)h+ f ⇐⇐(x+.1h)
h2

2
,

f (x↔h) = f (x)↔ f ⇐(x)h+ f ⇐⇐(x↔.2h)
h2

2
.

Restando ambas igualdades y dividiendo por 2h obtenemos,

f ⇐(x) =
1
2h

( f (x+h)↔ f (x↔h))+
h
4
( f ⇐⇐(x↔.2h)↔ f ⇐⇐(x+.1h))

Ahora, usando desigualdad triangular y tomando el supremo en el lado izquierdo de la igualdad, tenemos
que

| f ⇐(x)|↓ M1

h
+

h
2

M3

Por último escogemos h =
√

2 M1
M3

de donde se obtiene la desigualdad deseada.

35. Derivando, verifique que si x → (↔1,1), entonces

f (x) = arcsenx+ arccosx

es constante.

Solución. Notemos que arcsen⇐(x) = 1⇓
1↔x2

y arccos⇐(x) = ↔ 1⇓
1↔x2

. Por lo tanto, se tiene f ⇐(x) = 0.

Luego, f es una función constante.

36. Determine máximos y mı́nimos de la función

f (x) =
p(x)
q(x)

=
(x↔1)2(3x2 ↔2x↔37)
(x+5)2(3x2 ↔14x↔1)

.

Solución. Notemos que

f ⇐(x) =
p⇐(x)q(x)↔ p(x)q⇐(x)

q(x)2

y
p⇐(x)q(x)↔ p(x)q⇐(x) = 72(x↔3)(x+2)(x+5)(x↔1)(x↔7)(x+1).

Por lo tanto, los puntos crı́ticos de la función f son {↔2,↔1,1,3,7}. Para determinar si son máximos o
mı́nimos locales los evaluamos en la segunda derivada

f ⇐⇐(x) =↔72(6x7 ↔87x6 +324x5 ↔353x4 ↔778x3 ↔921x2 +992x+6001)
(x+5)4(3x2 ↔14x↔1)3 .
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De donde f ⇐⇐(↔2) = 40/169 > 0, f ⇐⇐(↔1) = ↔9/32 < 0, f ⇐⇐(1) = 1/6 > 0, f ⇐⇐(3) = ↔45/512 < 0 y
f ⇐⇐(7) = 1/32 > 0. Por lo tanto los máximos se alcanzan en x → {↔1,3} y los mı́nimos se alcanzan en
x → {↔2,1,7}.

37. Sea
f (x) =

1
senx↔ sena

↔ seca
x↔a

,

demuestre que
d

da

(
lı́m
x⇑a

f (x)
)
↔ lı́m

x⇑a
f ⇐(x) =

1
3

sec3 a↔ 5
12

tan2 aseca.

Solución. Notamos que lı́mx⇑a f (x) = 1
2 tanaseca y f ⇐(x) = seca

(x↔a)2 ↔ cosx
(senx↔sena)2 . Por lo tanto, podemos

calcular

d
da

(
lı́m
x⇑a

f (x)
)
=

1
2

sec3 a+
1
2

seca tan2 a, lı́m
x⇑a

f ⇐(x) =
1
6

sec3 a+
1
12

tan2 aseca.

Ahora, restando ambas identidades se obtiene el resultado.

38. Graficando las siguientes funciones, determine el número de raı́ces reales de los polinomios

a) p(x) = 3x4 ↔8x3 +6x2 ↔5,
b) q(x) = x3 +2x2 +1.

Solución. En los siguientes gráficos, se puede ver que p (color rojo) tiene dos raı́ces reales, mientras que
q (color azul) tiene solo una.

39. Sean a,b → R con a ≃= b. Definimos f (x) = (x↔a)m(x↔b)n. Demuestre que existe c → R tal que

m
n
=

c↔a
b↔ c

.

Solución. Notemos que

f ⇐(x) = (x↔a)m↔1(x↔b)n↔1(m(x↔b)+n(x↔a)).
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Además, f (a) = 0 = f (b). Por el Teorema de Rolle, existe c → (a,b) tal que f ⇐(c) = 0. Como c↔ a y
c↔b son distintos de cero, se tiene m(c↔b)+n(c↔a) = 0. Esto es

m
n
=

c↔a
b↔ c

.

40. Sea f : R⇑ R una función diferenciable tal que su gráfico intersecta cualquiera de sus rectas tangentes
en un único punto. Demuestre que ninguna recta intersecta el gráfico de f en tres puntos distintos.

Solución. Supongamos, por el contrario, que existe una recta que intersecta el gráfico de f en los puntos
(a, f (a)),(b, f (b)) y (c, f (c)), con a < b < c. Como estos tres puntos pertenecen a una misma recta las
siguientes pendientes coinciden:

f (b)↔ f (a)
b↔a

=
f (c)↔ f (a)

c↔a
.

Sea g : [b,c]⇑ R la función definida por

g(x) =
f (x)↔ f (a)

x↔a
.

Como g es diferenciable y g(b) = g(c), tenemos por el Teorema de Rolle que existe x1 → (b,c) tal que
g⇐(x1) = 0. Ası́

0 = (x1 ↔a) f ⇐(x1)↔ ( f (x1)↔ f (a)).

Luego, la recta tangente a f en x1 viene dada por

L(x) = f ⇐(x1)(x↔ x1)+ f (x1).

Ası́
L(a) =↔

(
f (x1)↔ f (a)

x1 ↔a

)
(x1 ↔a)+ f (x1) = f (a).

Por lo tanto la recta tangente a f en x1 pasa por el punto (a, f (a)). Esta contradicción prueba el resultado.

41. Determine las ası́ntotas de

f (x) =
x2 ↔4
x+1

.

Solución. Como

lı́m
x⇑±!

f (x)
x

= lı́m
x⇑±!

x2 ↔4
x2 + x

= 1,

y

lı́m
x⇑!

f (x)↔ x = lı́m
x⇑±!

↔x↔4
x+1

=↔1,

la función f posee la misma ası́ntota oblicua hacia +! y ↔! dada por y = x↔1. Por último observamos
que x =↔1 es ası́ntota vertical.

42. Grafique la función f (x) = 2↔
√
|x↔3|.
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43. Demuestre que si x > 3 entonces

e3(x↔3)< ex ↔ e3 < ex(x↔3).

Solución. Notemos que si x > 3, por Teorema del Valor Medio, existe c → (3,x) tal que

ec = (ex)⇐x=c =
ex ↔ e3

x↔3
.

Como la función exponencial es creciente, tenemos que e3 < ec < ex. Por lo tanto

e3(x↔3)< ex ↔ e3 < ex(x↔3).

44. Demuestre que si x > 0 entonces
x

1+ x2 < arctanx < x.

Solución. Consideremos la función g(x) = arctanx↔ x
1+x2 . Como g⇐(x) = 2x2

(x2+1)2 tenemos que si x > 0
entonces g⇐(x) > 0. Es decir, la función g es creciente. Como g(0) = 0 tenemos que si x > 0 entonces
g(x)> 0, de donde se tiene la primera desigualdad. Análogamente, definimos h(x) = x↔arctanx y note-
mos que h⇐(x) = 1↔ 1

1+x2 > 0. Por lo tanto h también es creciente y h(0) = 0. Entonces si x > 0, se tiene
h(x)> 0, de donde se obtiene la segunda desigualdad.

45. Determine los máximos y mı́nimos (si existen) de las siguientes funciones

f (x) =
10

1+ sen2 x
, g(x) = |x|e↔|x↔1|.

Solución. Primero estudiamos la función f . Esta función esta definida en R y se puede derivar tantas
veces como uno quiera. Procedemos calculando los puntos crı́ticos de la función. Observamos que la
derivada

f ⇐(x) =↔20sen(x)cos(x)
(1+ sen2(x))2

se anula cuando x = k#/2 para k → Z. Además tenemos que

f ⇐⇐(x) =
20(2cos4(x)+ cos2(x)↔2)

cos6(x)↔6cos4(x)+12cos2(x)↔8
.

En los puntos de la forma x = k# tenemos que f ⇐⇐(x) =↔20 < 0, por lo tanto en estos puntos la función
alcanza un máximo local. Por otra parte, en los puntos de la forma x = #/2+k# se tiene f ⇐⇐(x) = 5 > 0,
luego en esos puntos la función alcanza un mı́nimo local. Por último observamos que los mı́nimos lo-
cales son mı́nimos globales con mı́nimo f (#

2 ) = 5, y por otra parte los máximos locales son máximos
globales con máximo f (0) = 10.
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Ahora estudiamos la función g. Primero notamos que la función g esta definida por tramos,

g(x) =






↔xex↔1 x → (↔!,0)
xex↔1 x → [0,1)
xe1↔x x → [1,+!).

Esta función esta definida en R y se puede derivar tantas veces como uno quiera en R \ {0,1}. Si
x → (↔!,0) entonces g⇐(x) = ↔xex↔1 ↔ ex↔1 se anula solamente en x = ↔1. En el intervalo [0,1) la
derivada no se anula. En x → [1,+!) se tiene g⇐(x) = e1↔x(1↔x) que se anula solamente en x = 1. Luego
los candidatos para máximos o mı́nimos locales son x =↔1,0,1.

Analizando g⇐, tenemos que g es creciente en [0,1) y decreciente en [1,+!), luego x = 1 es un máximo
local con máximo g(1) = 1. De la misma forma se puede verificar que en x =↔1 se alcanza un máximo
local cuyo máximo es f (↔1) = e↔2. Por último se puede verificar de la misma forma que f tiene un
mı́nimo local en x = 0 con mı́nimo g(0) = 0. Para finalizar observamos que g es no negativa. Luego
el mı́nimo global de g se alcanza en x = 0. Por otra parte, g(↔1) = e↔2 < 1 = g(1). Luego el máximo
global de g se alcanza en g(1) = 1.

46. Determine el mı́nimo de la función f : (↔1,!)⇑ R definida por

f (x) =
1

x3 +1
+ ln(x3 +1).

Solución. Notemos que f ⇐(x) = 3x5

(x3+1)2 . Por lo tanto, si x > 0 entonces f ⇐(x)> 0. Además, si x → (↔1,0)
entonces f ⇐(x)< 0. Es decir, la función f es estrictamente decreciente en el intervalo (↔1,0) y estricta-
mente creciente en el intervalo (0,+!). Luego, el mı́nimo de f se alcanza en x = 0 y f (0) = 1.

47. Grafique las siguientes funciones

a) f (x) = 5x3 +2x2 ↔5x+7, g(x) = x2+x↔6
x2↔6x+9 .

b) f (x) = senx
x , g(x) = 4↔

√
|2x↔1|.

a) Los gráficos van en orden: f y g.

b) Los gráficos van en orden: f y g.
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48. Calcule los siguientes lı́mites

a) lı́mx⇑0+(cotgx)senx , lı́mx⇑0+(1/x)ln(x+1),
b) lı́mx⇑0+

⇓
x ln(ln(1/x)) lı́mx⇑! | lnx|ln(1↔1/x).

Solución.

a)
lı́m

x⇑0+
cot(x)sen(x) = 1, lı́m

x⇑0+
(1/x)ln(x+1) = 1.

b)
lı́m
x⇑0

⇓
x ln(ln(1/x)) = 0, lı́m

x⇑+!
| ln(x)|ln(1↔1/x) = 1.

49. Utilizando la expansión en serie de Taylor del número e, pruebe que es irracional.

Solución. Recordemos que e = ∀!
n=0

1
n! . Por contradicción suponemos que e = a/b es racional con a y b

números naturales coprimos. Definimos el número

x := b!
(

e↔
b

∀
n=0

1
n!

)
= b!

(
a
b
↔

b

∀
n=0

1
n!

)
= a(b↔1)!↔

b

∀
n=0

b!
n!
.

Además notamos que x → Z. Para concluir probaremos que necesariamente x → (0,1). Como

x = b!
( !

∀
n=0

1
n!

↔
b

∀
n=0

1
n!

)
=

!

∀
n=b+1

b!
n!

> 0,

por lo que x > 0. Además como

b!
n!

=
1

(b+1) · · ·(b+(n↔b))
<

1
(b+1)n↔b ,

entonces
x =

!

∀
n=b+1

b!
n!

↓
!

∀
n=b+1

1
(b+1)n↔b =

1
b
< 1.

Con esto se obtiene la contradicción.

50. Sean a < b tales que cosa ≃= cosb. Demuestre que existe c → (a,b) tal que

cotc =
senb↔ sena
cosa↔ cosb

.

Solución. Sean f (x) = sen(x) y g(x) = cos(x). Por el Teorema del Valor Medio Generalizado, existe
c → (a,b) tal que

senb↔ sena
cosb↔ cosa

=
f (b)↔ f (a)
g(b)↔g(a)

=
f ⇐(c)
g⇐(c)

=↔cosc
senc

=↔cotc.

51. Determine máximos y mı́nimos de f : (1,!)⇑ R definida por f (x) = xx.
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Solución. Notemos que f ⇐(x) = xx(logx+ 1) ≃= 0 para todo x → (1,!), por lo tanto la función no tiene
puntos crı́ticos. Además, como la derivada siempre es estrictamente positiva, el dominio no considera el
1 y lı́mx⇑! f (x) = !, se concluye que la función no alcanza máximo ni mı́nimo en (1,!).

52. Sea f : (a,b)⇑ R una función dos veces diferenciable tal que f ⇐(a) = f ⇐(b) = 0. Demuestre que existe
c → (a,b) tal que

| f ⇐⇐(c)|↑ 4
(b↔a)2 ( f (b)↔ f (a)) .

Solución. Sea h = (b↔a)/2. Por el Teorema de Taylor existe x1 → (a, a+b
2 ) tal que

f
(

a+b
2

)
= f (a+h) = f (a)+ f ⇐(a)h+

f ⇐⇐(x1)

2
h2 = f (a)+

f ⇐⇐(x1)

2!

(
b↔a

2

)2
,

dado que f ⇐(a) = 0. Del mismo modo, existe x2 → ( a+b
2 ,b) tal que

f
(

a+b
2

)
= f (b↔h) = f (b)+ f ⇐(b)h+

f ⇐⇐(x2)

2
h2 = f (b)+

f ⇐⇐(x2)

2!

(
b↔a

2

)2
,

dado que f ⇐(b) = 0. Por lo tanto,

| f (b)↔ f (a)|=
(

b↔a
2

)2 1
2
| f ⇐⇐(x2)↔ f ⇐⇐(x1)|↓

(
b↔a

2

)2
máx{| f ⇐⇐(x1)|, | f ⇐⇐(x2)|}.

Luego, o bien c = x1 o c = x2 satisface la propiedad pedida, es decir,

| f ⇐⇐(c)|↑ 4
(b↔a)2 ( f (b)↔ f (a)) .

53. Sea f : [0,+!)⇑ R una función diferenciable tal que lı́mx⇑+! f ⇐(x) = L. Demuestre que

lı́m
x⇑+!

f (x)
x

= L,

y para cada c > 0
lı́m

x⇑+!
( f (x+ c)↔ f (x)) = cL.

Solución. Sin pérdida de generalidad suponemos que L > 0. Por definición del lı́mite lı́mx⇑! f ⇐(x) = L,
para todo !0 > 0 existe x0 → R tal que para todo x > x0 tenemos que

L↔ !0 < f ⇐(x)< L+ !0.

En lo que sigue consideraremos ! > 0 suficientemente pequeño de modo que L↔!0 > 0. Además, por el
Teorema del Valor Medio, existe , → (x0,x) tal que

f (x) = f (x0)+ f ⇐(,x)(x↔ x0).

Entonces, podemos escribir, para x > x0,

f (x0)

x
+
(

1↔ x0

x

)
(L↔ !0)<

f (x)
x

<
f (x0)

x
+
(

1↔ x0

x

)
(L+ !0).

Haciendo x ⇑ ! se tiene que para todo ! > 0,

L↔ ! <
f (x)

x
< L+ !
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y por lo tanto el lı́mite existe y lı́mx⇑!
f (x)

x = L.

Además dado c > 0, para cada x → R, por el Teorema del Valor Medio, existe ,x → (x,x+ c) tal que

f (x+ c)↔ f (x) = c · f ⇐(,x).

Como ,x > x, cuando x tiende a infinito, ,x también, por lo tanto

lı́m
x⇑+!

( f (x+ c)↔ f (x)) = lı́m
x⇑+!

c · f ⇐(,x) = cL.

54. Sea {a1,a2, . . . ,an}↘ R. Determine el mı́nimo de la función f : R⇑ R definida por

f (x) =
n

∀
i=1

(ai ↔ x)2.

Solución. Por definición f es un polinomio cuadrático no negativo. Por ende f tiene un único mı́nimo en
un número x0 donde f ⇐(x0) = 0. Además, se tiene que

f ⇐(x0) =↔2
n

∀
i=1

(ai ↔ x0) = 0

si y solo si x0 =
1
n ∀n

i=1 ai. Por lo tanto el mı́nimo de f es f ( 1
n ∀n

i=1 ai).

55. Sea f (x) = x5

1+x6 calcule la derivada de orden 2001 en el punto x = 0.

Solución. Para |x|< 1, por la serie geométrica

x5

1+ x6 = x5 · 1
1↔ (↔x6)

= x5
!

∀
k=0

(↔1)kx6k =
!

∀
k=0

(↔1)kx6k+5.

Notemos que 2001= 6 ·333+3 ≃= 6k+5 para todo k ↑ 0, por lo tanto el coeficiente que acompaña a x2001

es 0. Ahora bien, por el Teorema de Taylor, el coeficiente que acompaña a 2001 es f (2001)(0)/(2001!).
Ası́, concluimos que f (2001)(0) = 0.

56. Demuestre que si f : [a,b]⇑R es una función continua, diferenciable en (a,b) y tal que f (a) = f (b) = 0.
Entonces, para todo ∃ → R existe x → (a,b) tal que

∃ f (x)+ f ⇐(x) = 0.

Solución. Consideremos la función definida por h(x) = e∃x f (x), x → [a,b]. Notemos que h(a) = 0 = h(b)
y h⇐(x) = e∃x(∃ f (x)+ f ⇐(x)). Por Teorema de Rolle, se tiene que existe c → (a,b) tal que h⇐(c) = 0. Esto
es ∃ f (c)+ f ⇐(c) = 0, con lo que concluye la demostración.

57. Sea P(x) un polinomio de grado al menos dos cuyas raı́ces son reales y distintas. Pruebe que todas las
raı́ces de P⇐(x) son reales.

Solución. Por el Teorema de Rolle entre dos ceros de un polinomio hay al menos un cero de P⇐. Sea
n := grado(P). Luego como P tiene todas sus raı́ces distintas, P⇐ tiene al menos n↔1 raı́ces reales. Pero
como grado(P⇐) = n↔1, necesariamente, estas son todas sus raı́ces.

58. El siguiente ejemplo fue considerado por Cohen en [6]. Sea f : R⇑R una función real y g : R⇑R una
función creciente. Definamos
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d f
dg

:= lı́m
h⇑0

f (x+h)↔ f (x)
g(x+h)↔g(x)

.

Si g(x) = x recuperamos la definción clásica de derivada. Determine funciones crecientes f y g de modo
que para x = 0 se tiene que

lı́m
h⇑0+

f (x+h)↔ f (x)
g(x+h)↔g(x)

= ! y lı́m
h⇑0↔

f (x+h)↔ f (x)
g(x+h)↔g(x)

=
1
2
.

Solución. El siguiente par de funciones satisface lo pedido.

f (x) =






↔1 si x < 0;
0 si x = 0;
1 si x > 0,

y

g(x) =

{
↔1+ x si x < 0;
1+ x si x ↑ 0.

59. Sea f : R ⇑ R una función diferenciable. Diremos que el punto x0 → R es un cero denso de f , si para
todo ! > 0 el conjunto (x0 ↔ !,x0 + !)\{x0} contiene un cero de la función f .

a) Construya una función f que posea un cero denso.
b) Suponga que la segunda derivada de f es continua. Demuestre que en tal caso si x0 → R es un cero

denso de f entonces x0 → R es un cero denso de f ⇐.

El resultado anterior fue probado por Creighton en [8].

Solución. Para la parte a) consideramos la función

f (x) =

{
x2 sen

( 1
x
)

si x ≃= 0,
0 si x = 0.

La función f es diferenciable en R\{0} pues es una composición de funciones diferenciables. Además
f es diferenciable en 0 pues

lı́m
x⇑0

f (x)↔ f (0)
x↔0

= lı́m
x⇑0

xsen
(

1
x

)
= 0.

Por otra parte x = 0 es un cero denso de f . En efecto, para todo k →N, se tiene que xk = (k#)↔1 satisface
f (xk) = 0, y la sucesión {xk}k converge a cero.
Ahora probamos b). Entre cada par de ceros de f hay un cero de f ⇐ por el Teorema de Rolle. Sabemos
que existe una sucesión de ceros (cn)n para f tal que cn ⇑ x0. Por lo tanto podemos construir una suce-
sión de ceros (dn)n de f ⇐ que converge a x0. Es decir, x0 es un cero denso de f ⇐.

60. Determine máximos y mı́nimos de la función definida por f (x) = e↔1/x2 si x ≃= 0 y f (0) = 0.

Solución. Notemos que lı́mx⇑0 f (x)= 0 y que f es diferenciable en R. Como f ⇐(x)= 2e↔1/x2
/x3 ≃= 0 para

todo x ≃= 0, el único candidato a máximo o mı́nimo es x= 0. Por último notamos que 1> f (x)↑ 0= f (0).
Por lo tanto el único mı́nimo es f (0) = 0 y como lı́mx⇑±! f (x) = 1, la función no tiene ningún máximo.

61. Grafique la función

f (x) =

{
e↔1/x2 sen(1/x) si x ≃= 0,
0 si x = 0.
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Solución.

62. Sea f : R⇑ R una función diferenciable tal que para todo x → R se tiene

f ⇐(x) =↔2x f (x).

Demuestre que existe una constante C → R tal que f (x) =Ce↔x2 .

Solución. Notemos que

d
dx

(
f (x)
e↔x2

)
=

f ⇐(x)e↔x2
+2x f (x)e↔x2

(e↔x2)2
= 0.

Por lo tanto, existe C → R tal que para todo x → R se tiene que f (x)/e↔x2
=C.

63. Sea n → N y f0, . . . , fn polinomios tales que para x → R suficientemente grande se tiene que

fn(x)enx + fn↔1(x)e(n↔1)x + · · ·+ f0(x) = 0.

Demuestre que los polinomios f0, . . . , fn son identicamente nulos.

Solución. Dividiendo la relación por enx obtenemos

fn(x)+ fn↔1(x)e↔x + · · ·+ f0(x)e↔nx = 0.

Ahora, como todo f j es un polinomio, tenemos que para todo 1 ↓ k ↓ n,

lı́m
x⇑!

fn↔k(x)e↔kx = 0.

Entonces lı́mx⇑! fn(x) = 0, de donde se concluye que fn es identicamente 0. Ahora por inducción vemos
que f j es identicamente 0 para todo 0 ↓ j ↓ n.

64. Sean f ,g,h : (0,1)⇑ R funciones tales que para todo x → (0,1) se tiene que f (x)↓ h(x)↓ g(x). Si f y
g son diferenciables en el punto a → (0,1) con f (a) = g(a) y f ⇐(a) = g⇐(a), demuestre que h es diferen-
ciable en x = a con h⇐(a) = f ⇐(a).

Solución. Supongamos, en primer lugar, que x → (0,a). Tenemos f (a) = g(a)↑ h(a)↑ f (a), por lo tanto
f (a) = g(a) = h(a). Entonces f (x)↔ f (a)↓ h(x)↔h(a)↓ g(x)↔g(a). Ahora, dividimos por x↔a < 0,
lo que nos invierte la desigualdad

f (x)↔ f (a)
x↔a

↑ h(x)↔h(a)
x↔a

↑ g(x)↔g(a)
x↔a

.

Haciendo x ⇑ a↔, se tiene f ⇐(a)↑ h⇐↔(a)↑ g⇐(a). Análogamente, si x → (a,1) entonces f ⇐(a)↓ h⇐+(a)↓
g⇐(a). Como f ⇐(a) = g⇐(a), se concluye que h⇐↔(a) = h⇐+(a) = h⇐(a) = f ⇐(a).
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65. Sea f : [↔a,a]⇑R. La función f se dice par si para todo x → [↔a,a] se tiene que f (↔x) = f (x) e impar
si para todo x → [↔a,a] se tiene que f (↔x) =↔ f (x).

a) De ejemplos de funciones pares e impares.
b) Suponga que f es infinitamente diferenciable. Si f es par entonces todas sus derivadas de orden par

son funciones pares y todas sus derivadas de orden impar son funciones impares.

Solución. Para la parte a) vemos que xn con n par, y la función coseno son todas pares. Por otra parte xn

con n impar, y la función seno son todas impares.

Para b) partimos asumiendo que f es par. Por tanto derivando,

f (x) = f (↔x) =↗ f ⇐(x) =↔ f ⇐(↔x) =↗ f ⇐⇐(x) = f ⇐⇐(↔x).

Inductivamente, tenemos que f (n)(x) = (↔1)n f (n)(↔x), de donde se concluye el resultado.

66. Determine si el producto y la suma de funciones cóncavas hacia arriba es cóncavas hacia arriba.

Solución. Por definición, tenemos

( f +g)(+x+(1↔+ )y) = f (+x+(1↔+ )y)+g(+x+(1↔+ )y)
↓ + f (x)+(1↔+ ) f (y)++g(x)+(1↔+ )g(y)
= + ( f +g)(x)+(1↔+ )( f +g)(y).

Por lo tanto, la suma de funciones cóncavas hacia arriba también lo es. Por otra parte, sean f (x) = x y
g(x) = x2, estas dos funciones son cónvavas hacia arriba, sin embargo su producto ( f ·g)(x) = x3 no lo es.

67. Sea f : [a,b]⇑ R una función convexa tal que f (a) < 0 < f (b). Pruebe que existe un único c → (a,b)
tal que f (c) = 0.

Solución. Probaremos, en primer lugar, que toda función convexa, finita, definida en un intervalo abierto
es continua. Recordemos que una función f se dice convexa si para todos u < r < v en [a,b] se cumple
que

f (r)↔ f (u)
r↔u

↓ f (v)↔ f (u)
v↔u

.

Sea ahora x → (a,b) y a < x < v < b. Entonces

f (x)↔ f (a)
x↔a

↓ f (v)↔ f (x)
v↔ x

↓ f (b)↔ f (x)
b↔ x

.

Esto implica que

f (x)+
f (x)↔ f (a)

x↔a
(v↔ x)↓ f (v)↓ f (x)+

f (b)↔ f (x)
b↔ x

(v↔ x).

Con esto lı́m
v⇑x+

f (v) = f (x), lı́m
v⇑x↔

f (v) = f (x). Luego, como f es continua existe c → (a,b) tal que f (c) =

0. Supongamos que existe c⇐ > c tal que f (c⇐) = 0. Como f es convexa y a < c < c⇐ tenemos que

f (c)↔ f (a)
c↔a

↓ f (c⇐)↔ f (a)
c⇐ ↔a

.

Es decir,
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↔ f (a)
c↔a

↓↔ f (a)
c⇐ ↔a

.

Como f (a) < 0 tenemos que | f (a)| = ↔ f (a). Luego | f (a)|(c⇐ ↔ a) ↓ | f (a)|(c↔ a). De donde, c⇐ ↓ c.
Esta contradicción prueba la afirmación.

68. Una función f : [0,b]⇑ [0,b] es super-aditiva si para todo x,y→ [0,b] se tiene que f (x)+ f (y)↓ f (x+y).
Demuestre que si f es una función convexa y f (0)↓ 0, entonces es super-aditiva.

Solución. Por definición f es convexa si para todo x,y → [0,b] y todo t → [0,1] se satisface

f (tx+(1↔ t)y)↓ t f (x)+(1↔ t) f (y).

Si consideramos y = 0 en la expresión anterior,

f (tx) = f (tx+(1↔ t) ·0)↓ t f (x)+(1↔ t) f (0)↓ t f (x) ∞t → [0,1].

Por lo tanto,

f (x)+ f (y) = f
(
(x+ y)

x
x+ y

)
+ f

(
(x+ y)

y
x+ y

)
↓ x

x+ y
f (x+ y)+

y
x+ y

f (x+ y) = f (x+ y).

69. Pruebe que p(x) = x3 +2x+5 es estrictamente creciente. Calcule la derivada de la función inversa en el
punto p(↔2).

Solución. Notemos que p⇐(x) = 3x2 + 2 ↑ 2, luego la derivada es estrictamente positiva y por tanto la
función p es estrictamente creciente. Por otra parte, si f es la inversa de la función p, entonces por la
regla de la cadena f ⇐(p(x)) · p⇐(x) = 1. Ası́, tenemos

f ⇐(p(↔2)) =
1

p⇐(↔2)
=

1
3(↔2)2 +2

=
1
14

.

70. Los siguientes polinomios representan los polinomios de Taylor de orden 3 en torno a x = 0 de las
funciones f y g:

p f (x) = 1+2x↔ x2 +4x3, pg(x) = x↔ x2 +2x3 .

a) Determine el polinomio de Taylor de orden 3 en torno al origen de f (x)g(x) y de f (g(x)).
b) Calcule

lı́m
x⇑0

f (x)↔1↔2x
g(x)↔ x

.

Solución. Por definición del polinomio de Taylor tenemos que f (0) = 1, f ⇐(0) = 2, f ⇐⇐(0) = ↔2,
f ⇐⇐⇐(0) = 24 y g(0) = 0, g⇐(0) = 1, g⇐⇐(0) =↔2, g⇐⇐⇐(0) = 12. Luego para calcular el polinomio de Taylor
de orden 3 de f g, basta calcular ( f g)(0), ( f g)⇐(0), ( f g)⇐⇐(0) y ( f g)⇐⇐⇐(0). Con estos números se verifica
que p3(x) = x+ x2 ↔ x3.

Para la composición basta calcular ( f ¬g)(0), ( f ¬g)⇐(0), ( f ¬g)⇐⇐(0) y ( f ¬g)⇐⇐⇐(0). Con estos números
se verifica que p3(x) = 1+2x↔3x2 +10x3.

Para b) basta considerar los polinomios de Taylor en el lı́mite, pues los errores en la aproximación
convergen a cero. Luego,

lı́m
x⇑0

f (x)↔1↔2x
g(x)↔ x

= lı́m
x⇑0

↔x2 +4x3

↔x2 +2x3 = lı́m
x⇑0

↔1+4x
↔1+2x

= 1.
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71. Sea f : R⇑R una función diferenciable, positiva y creciente y sea g : R⇑R una función diferenciable,
negativa y decreciente. Pruebe que la función h : R⇑ R, definida por

h(x) =
f (g(x))

g(x)
,

es creciente.

Solución. Basta notar que la derivada de la función h es estrictamente positiva. Por hipótesis, tenemos
que f ⇐ > 0 y g⇐ < 0. Ası́,

h⇐(x) =

>0  
f ⇐(g(x))

>0  
g⇐(x)g(x)↔

<0  
g⇐(x) f (g(x))

g(x)2
  
>0

> 0.

72. Sea f (x) = ex senx. Determine el polinomio de Taylor de f de grado cuatro alrededor del punto x = 0.

Solución. Observemos que

f ⇐(x) = ex senx+ ex cosx
f ⇐⇐(x) = ex senx+ ex cosx+ ex cosx↔ ex senx = 2ex cosx
f ⇐⇐⇐(x) = 2ex cosx↔2ex sinx

f (4)(x) = 2ex cosx↔2ex sinx↔2ex sinx↔2ex cosx =↔4ex sinx.

Ası́,
f (0) = 0, f ⇐(0) = 1, f ⇐⇐(0) = 2, f ⇐⇐⇐(0) = 2 y f (4)(0) = 0,

por lo tanto el polinomio de Taylor de grado cuatro es

p4(x) = f (0)+ f ⇐(0)x+
f ⇐⇐(0)

2!
x2 +

f ⇐⇐⇐(0)
3!

x3 +
f (4)(0)

4!
x4 = x+ x2 +

1
3

x3.

73. Sea n → N. Considere la función

f (x) =
(x+n)2

x
.

a) Determine los intervalos de crecimiento (y decrecimiento) de f .
b) Determine los máximos y mı́nimos de f .

Solución. Notemos que la función está definida en R \ {0}. Además, tenemos lı́mx⇑±! f (x) = ±! y
lı́mx⇑0± f (x) = ±!, por lo tanto la función no tiene mı́nimo ni máximo global. Ahora f ⇐(x) = x2↔n2

x2 ,
por lo tanto los puntos crı́ticos de la función son x =±n. Para determinar si se alcanzan máximos o mı́ni-
mos locales notamos que f ⇐⇐(x) = 2n2/x3, de donde f ⇐⇐(n) = 2/n > 0 y f ⇐⇐(↔n) =↔2/n < 0. Luego, la
función alcanza un máximo local en x =↔n y un mı́nimo local en x = n, cuyos valores son f (↔n) = 0 y
f (n) = 4n. Finalmente, observamos que f ⇐(x) = (x+n)(x↔n)

x2 es positiva en x → (↔!,↔n)∪ (n,!) y nega-
tiva en x→ (↔n,0)∪(0,n). Estos son los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f , respectivamente.

74. Sea

f (x) =

{
x2 sen( 1

x )
sen(x) si x ≃= 0;

0 si x = 0.
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Demuestre que f es continua en x = 0 y determine si es diferenciable en este punto.

Solución. Notemos que

lı́m
x⇑0

f (x) = lı́m
x⇑0

x
senx

· lı́m
x⇑0

xsen(1/x) = 1 ·0 = 0 = f (0),

por lo tanto la función f es continua en x = 0. Por otra parte,

f ⇐(0) = lı́m
x⇑0

f (x)↔ f (0)
x↔0

= lı́m
x⇑0

x
senx

· sen(1/x).

Recordemos que lı́mx⇑0 x/sen(x) = 1. Por otra parte la sucesión xn = 1/(#
2 +n#) converge a cero y es

tal que
sen(1/xn) = sen

(#
2
+n#

)
= (↔1)n.

Por lo tanto,

lı́m
n⇑!

f (x2n)↔ f (0)
x2n ↔0

= 1 y lı́m
n⇑!

f (x2n↔1)↔ f (0)
x2n↔1 ↔0

=↔1,

y concluimos que f no es diferenciable en x = 0.

75. Sea n → N. Calcule la derivada con respecto a x de y(x) = arctan
(

ex

xn

)
.

Solución. Tenemos que

y⇐(x) =
1

1+ e2x

x2n

· exxn ↔nxn↔1ex

x2n =
ex(xn ↔nxn↔1)

x2n + e2x .

76. Sea f (x) = x5 + x3 + x+1. Demuestre que f tiene exactamente una raı́z real.

Solución. Notemos que f ⇐(x) = 5x4 + 3x2 + 1 > 0, por lo tanto la función es estrictamente creciente.
Además tenemos que lı́mx⇑±! f (x) =±!, pues el grado del polinomio es impar. Entonces, f intersecta
una sola vez al eje x.

77. Sea f : [a,b]⇑ R una función continua en [a,b] y diferenciable en (a,b) tal que f (a) = a, f (b) = b, y
además para todo x → (a,b) se tiene | f ⇐(x)|↓ 1. Demuestre que para todo x → [a,b] se tiene f (x) = x.

Solución. Supongamos que existe x0 → (a,b) tal que f (x0)> x0. Por el Teorema del Valor Medio existe
, → (a,x0) tal que

f ⇐(, ) = f (x0)↔ f (a)
x0 ↔a

>
x0 ↔a
x0 ↔a

= 1,

lo que es una contradicción con la hipótesis. El caso f (x0)< x0 es análogo.

78. Sea f (x) diferenciable en (0,!) tal que

f (2x) = 2 f (x).

Demuestre que para todo x → (0,!) existe c > x tal que

f ⇐(c) =
f (x)

x
.
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Solución. Dado x → (0,!), por el Teorema del Valor Medio, existe c → (x,2x) tal que

f ⇐(c) =
f (2x)↔ f (x)

2x↔ x
=

2 f (x)↔ f (x)
2x↔ x

=
f (x)

x
.

79. Sea

f (x) =
{
(x+2)2 +1 si x ↓ 0
3x3 +7x+5 si x > 0

Demuestre que la función no tiene rectas tangentes paralelas a la recta y = 4x.

Solución. Observamos que f es continua pues lı́mx⇑0 f (x) = 5 = f (0). Sean g(x) = (x + 2)2 + 1 y
h(x) = 3x3+7x+5, entonces g⇐(x) = 2(x+2) y h⇐(x) = 9x2+7. La única solución de g⇐(x) = 4 es x = 0.
Pero h⇐(0) = 7 ≃= 4 = g⇐(0), luego f no es diferenciable en x = 0. Por otra parte

h⇐(x) = 4 =↗ x2 =↔1
3
,

por lo que no hay soluciones para h⇐(x) = 4. Por lo tanto, f no tiene rectas tangentes paralelas a y = 4x.

80. Sea f : [a,b]⇑ R una función continua en [a,b] y dos veces diferenciable en (a,b) que satisface f (a) =
f (b) = 0 y f (c)> 0 para algún a < c < b. Demuestre que existe , → (a,b) tal que

f ⇐⇐(, )< 0.

Solución. Como f es continua en [a,b],alcanza su máximo. Es decir, existe , → [a,b] tal que f (, )↑ f (x)
para todo x → [a,b]. En particular f (, ) ↑ f (c) > 0 = f (a) = f (b), por lo tanto , ≃= a,b. Entonces
, → (a,b). Además, como f es diferenciable en este conjunto y alcanza su máximo en x = , , se tiene
que f ⇐(, ) = 0 y f ⇐⇐(, )< 0.

81. Sea f la función definida por:
f (x) = e3x↔3x2↔sen(x↔x2) ,

para todo x → R. Mostrar que su derivada tiene un cero en el intervalo [0,1].

Solución. Notemos que f es diferenciable en (0,1) y que f (0) = 1 = f (1). Por el Teorema de Rolle,
existe c → (0,1) tal que f ⇐(c) = 0.

82. Sea f : R⇑ R una función diferenciable tal que para todo x → R se tiene

x2 f (x)+
f (x)3

3
= 9.

Verifique que la función f posee un único máximo.

Solución. Derivando la igualdad tenemos que

2x f (x)+ x2 f ⇐(x)+ f (x)2 f ⇐(x) = 0.

De donde
f ⇐(x) =↔ 2x f (x)

x2 + f (x)2 .

De la ecuación que satisface f se concluye que f (x) ≃= 0 para todo x, y por lo tanto la derivada se anula
solamente cuando x = 0. Es decir, el único punto crı́tico de f es x = 0. Ahora, observemos que
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f ⇐⇐(x) =↔ (2 f (x)+2x f ⇐(x))(x2 + f (x)2)↔2x f (x)(2x+2 f (x) f ⇐(x))
(x2 + f (x)2)2 .

Como f (0) = 3 y f ⇐(0) = 0, obtenemos

f ⇐⇐(0) =↔2 f (0)3

f (0)4 =↔2
3
< 0,

y concluimos que f alcanza un único máximo en x = 0.

83. Sea g la función definida por:

g(x) =
|senx|⇓
x2 ↔1

.

Determine los puntos donde g es diferenciable y calcule la derivada en esos puntos.

Solución. Notemos que la función g está definida y es continua en el conjunto (↔!,↔1)∪ (1,!). Si
x ≃= n# existe una vecindad V de x tal que en esta vecindad

g(x) =
senx⇓
x2 ↔1

o g(x) =↔ senx⇓
x2 ↔1

,

dependiendo si senx es positivo o negativo. En estos puntos la función es diferenciable, pues es compo-
sición de funciones diferenciables en los respectivos dominios. Sin embargo, en los puntos de la forma
x = n# , con n → Z, al acercarnos por la izquierda y por la derecha, los valores de las derivadas laterales
difieren en el signo. Por lo tanto g no es diferenciable en estos puntos. Para los puntos del dominio donde
la función es diferenciable, tenemos

g⇐(x) = sign(senx)
cosx⇓
x2 ↔1

↔ |senx|x
(x2 ↔1)3/2 .

84. Demuestre que si g : [0,1] ⇑ R posee una derivada lateral por la derecha g⇐+(x0) = A en x0 → [0,1)
entonces para cada par de sucesiones (an), (bn) tales que ambas convergen a x0 con x0 ↓ an < bn y tales
que existe % > 0 de modo que

bn ↔an ↑ % (bn ↔ x0),

entonces
lı́m

n⇑+!

g(bn)↔g(an)

bn ↔an
= A.

Solución. Como g⇐+(x0) = A, tenemos que para x ↑ x0,

g(x) = g(x0)+A(x↔ x0)+∃(x)(x↔ x0),

con ∃(x)⇑ 0 cuando x ⇑ x+0 . Evaluando esta igualdad cuando x = an y x = bn tenemos que

g(an) = g(x0)+A(an ↔ x0)+∃(an)(an ↔ x0), g(bn) = g(x0)+A(bn ↔ x0)+∃(bn)(bn ↔ x0).

Por lo tanto, restando estas igualdades,

g(bn)↔g(an)

bn ↔an
= A+

1
bn ↔an

(∃(bn)(bn ↔ x0)↔∃(an)(an ↔ x0)).

Notemos que
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bn ↔ x0

bn ↔an
↓ 1

%
y

an ↔ x0

bn ↔an
↓ 1

%
.

Ası́, tomando lı́mite cuando n ⇑ ! se tiene el resultado.

85. Formule y pruebe un criterio que involucre derivadas de orden superior para determinar si un punto es
de inflexión. Este criterio debe permitirle determinar que x = 0 es un punto de inflexión de f (x) = x2n+1

para todo n → N.

Solución. Primero formulamos el criterio. Sea f : (a,c) ⇑ R una función diferenciable y b → (a,c).
Suponga que existe n → N tal que f ⇐⇐(b) = · · ·= f (m↔1)(b) = 0, y además f (m)(b) existe y es distinto de
cero. Si m es impar entonces b es un punto de inflexión, y si m es par entonces no lo es.
Ahora probamos el criterio. Aplicando el Teorema de Taylor a f ⇐⇐ alrededor de b, se obtiene que

f ⇐⇐(x) =
f (m)(, )
(m↔2)!

(x↔b)m↔2,

para , entre x y b. Como f (m) es continua y f (m)(b) ≃= 0, existe un intervalo conteniendo b en el cual
f (m)(, ) tiene el mismo signo que f (m)(b). Por lo tanto, el signo de f ⇐⇐(x) coincide con el signo de
f (m)(b)(x↔ b)m↔2. Si m es impar, entonces m↔ 2 es impar, y en consecuencia (x↔ b)m↔2 cambia de
signo al pasar por b. Por tanto f ⇐⇐(x) cambia de signo en b, y se concluye que b es un punto de inflexión.
Por otra parte, si m es par, entonces m↔2 es par, y por ello (x↔b)m↔2 no cambia de signo al pasar por
b. Por tanto f ⇐⇐(x) no cambia de signo en b, y se concluye que b no es un punto de inflexión.

Ahora verificamos el criterio para la función f (x) = x2n+1. Entonces f (k)(0) = 0 para todo k = 2, 3, . . .,
2n, mientras que f (2n+1)(0) = (2n+ 1)! ≃= 0. Ası́, el primer orden m ↑ 2 para el cual f (m)(0) ≃= 0 es
m = 2n+ 1, que es impar. Por el criterio anterior, x = 0 es un punto de inflexión de f (x) = x2n+1 para
todo n → N.

86. Demuestre el Teorema del Valor Medio Generalizado. Sean f ,g : [a,b]⇑R dos funciones diferenciables
tales que g es estrictamente creciente. Demuestre que existe c → [a,b] tal que

f (b)↔ f (a)
g(b)↔g(a)

=
f ⇐(c)
g⇐(c)

.

Solución. Primero observemos que como g es estrictamente creciente, los cuocientes de la conclusión
están bien definidos. Sea h : [a,b]⇑R definida por h(t)= ( f (b)↔ f (a))g(t)↔(g(b)↔g(a)) f (t). Como h
es composición de funciones diferenciables en (a,b), es también diferenciable en (a,b). Además h(a) =
f (b)g(a)↔ f (a)g(b) = h(b). Por el Teorema de Rolle, existe c → (a,b) tal que h⇐(c) = 0, es decir

f (b)↔ f (a)
g(b)↔g(a)

=
f ⇐(c)
g⇐(c)

.

87. De un ejempo de una función f y un intervalo [a,b], de modo que f sea continua en [a,b], diferenciable
en todo el intervalo (a,b) con la excepción de un punto y tal que no existe c → (a,b) de modo que

f (a)↔ f (b)
a↔b

= f ⇐(c).

Solución. Consideremos la función f : [↔1,1] ⇒⇑ R definida por f (x) = |x|. Esta función es continua en
[↔1,1] y diferenciable en todo (↔1,1) excepto en x = 0. Los valores de su derivada son f ⇐(x) = ↔1, si
x → (↔1,0) y f ⇐(x) = 1 si x → (0,1). Notemos que
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f (↔1)↔ f (1)
↔1↔1

= 0 ≃= f ⇐(c) ∞c → (↔1,1)\{0}.

88. Demuestre la que derivada del área de un cı́rculo con respecto al radio es igual al perimetro del cı́rculo.
Solución. Definimos la función área de un cı́rculo por A(r) = #r2, donde r es el radio del cı́rculo. Enton-
ces, A⇐(r) = 2#r, que es el perı́metro del cı́rculo.

89. Sea f : [a,b]⇑ R una función convexa.

a) Demuestre que para todo x → (a,b) las derivadas laterales existen.
b) Demuestre que las funciones x ⇒⇑ f ⇐+(x) y x ⇒⇑ f ⇐↔(x) son crecientes.
c) Sean a ↓ x < y ↓ b, demuestre que

f ⇐+(x)↓
f (y)↔ f (x)

y↔ x
↓ f ⇐↔(y).

d) Demuestre que para todo x → (a,b) se tiene que f ⇐↔(x)↓ f ⇐+(x).

Solución. Para la parte a), fijemos x → (a,b) y consideremos

/(t) = f (t)↔ f (x)
t ↔ x

, t > x.

Entonces, si x < t1 < t2, tenemos que

f (t1)↔ f (x)
t1 ↔ x

↓ f (t2)↔ f (x)
t2 ↔ x

,

por lo tanto /(t) es creciente cuando t decrece a x. Además, para t → (x,b),

f (t)↔ f (x)
t ↔ x

↓ f (b)↔ f (x)
b↔ x

,

ası́ que /(t) es acotada superiormente para t > x. Por lo tanto, el lı́mite

f ⇐+(x) = lı́m
t⇑x+

f (t)↔ f (x)
t ↔ x

existe. El caso de la derivada lateral izquierda es análogo.
Para la parte b), sean a < x1 < x2 < b. Por la convexidad, para cualquier x1 < t < x2,

f (t)↔ f (x1)

t ↔ x1
↓ f (x2)↔ f (x1)

x2 ↔ x1
.

Haciendo t ⇑ x+1 :

f ⇐+(x1)↓
f (x2)↔ f (x1)

x2 ↔ x1.

Ahora para t > x2:
f (x2)↔ f (x1)

x2 ↔ x1
↓ f (t)↔ f (x2)

t ↔ x2

Haciendo t ⇑ x+2 :

f ⇐+(x1)↓
f (x2)↔ f (x1)

x2 ↔ x1
↓ f ⇐+(x2).

El caso f ⇐↔ creciente es análogo.
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Para la parte c), la primera desigualdad fue probada en la parte anterior. Para la segunda desigualdad,
tomemos x < t < y. Entonces,

f (y)↔ f (x)
y↔ x

↓ f (y)↔ f (t)
y↔ t

.

Haciendo t ⇑ y↔ se tiene el resultado.
Para la parte d) sean x1 < x < x2. Como

f (x)↔ f (x1)

x↔ x1
↓ f (x2)↔ f (x)

x2 ↔ x
,

haciendo x1 ⇑ x↔ y x2 ⇑ x+ se obtiene f ⇐↔(x)↓ f ⇐+(x).

90. Demuestre que toda función convexa no es diferenciable en a lo más un conjunto numerable de puntos.

Solución. Sea f : I ⇑ R una función convexa definida en un intervalo abierto I ↘ R. Sea además

E := {x → I : f no es diferenciable en x}.

Demostraremos que E es a lo más numerable. Por el ejercicio anterior, para cada x → I, las derivadas
laterales f ⇐↔(x) y f ⇐+(x) existen y satisfacen f ⇐↔(x)↓ f ⇐+(x) para todo x → I. Además f es diferenciable en
x si y solo si f ⇐↔(x) = f ⇐+(x). Por lo tanto, si x → E, entonces f ⇐↔(x)< f ⇐+(x). Recordamos por el ejercicio
anterior que como f es convexa, f ⇐↔ y f ⇐+ son crecientes, y además f ⇐+(x) ↓ f ⇐↔(y) si x < y. De aquı́ se
sigue que si x < y pertenecen a E entonces los siguientes intervalos son disjuntos,

Ix := ( f ⇐↔(x), f ⇐+(x)), Iy := ( f ⇐↔(y), f ⇐+(y))

Ası́, obtenemos una familia {Ix : x → E} de intervalos abiertos no vacı́os dos a dos disjuntos. Como todo
intervalo abierto no vacı́o contiene un número racional, para cada x → E podemos elegir qx → Ix ∀Q.
Como los intervalos son disjuntos, necesariamente si x ≃= y entonces qx ≃= qy. Luego, la función de E en
Q dada por x ⇒⇑ qx es inyectiva. Como Q es numerable, se concluye que E es a lo más numerable.

91. Sea f : R⇑ R una función diferenciable y convexa tal que sup{| f ⇐(x)| : x → R}< !. Demuestre que

lı́m
x⇑+!

f (x)
x

= sup{ f ⇐(x) : x → R}.

Solución. Como f es convexa, sabemos que f ⇐ es creciente y luego lı́mx⇑+! f ⇐(x) = sup{ f ⇐(x) : x → R}
existe. Y por lo visto en el ejercicio anterior f (x)↔ f (x1)

x↔x1
es una función creciente. Por lo tanto el siguiente

lı́mite existe,

lı́m
x⇑+!

f (x)↔ f (0)
x↔0

= lı́m
x⇑+!

f (x)
x

.

Para finalizar, por el Teorema del Valor Medio, tenemos que

f (2x)
2x

↔ f (x)
x

=
f (2x)↔ f (x)

2x
↔ f (x)

2x
=

f ⇐(cx)

2
↔ f (x)

x
.

Para finalizar restamos f (x)
x y tomamos el lı́mite cuando x tiende a infinito para concluir que

lı́m
x⇑+!

f (x)
x

= lı́m
x⇑+!

f ⇐(x) = sup{ f ⇐(x) : x → R}.
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Capı́tulo 4
La Integral de Riemann

1. Determine la integral superior y la integral inferior de la función

f (x) =

{
x si x → [0,1]∀Q,

0 si x → [0,1]∀Qc.

Solución. Sea P := {0= t0, t1, . . . , tn↔1, tn = 1} una partición de [0,1]. Como el conjunto de los números
irracionales es denso en [0,1], para todo i → {1, . . . ,n} tenemos que mi = ı́nf{ f (x) : x → [ti↔1, ti]}= 0. Por
lo tanto s( f ,P) = 0. Luego

∫ 1
0 x dx = 0.

Por otra parte, los números racionales también son densos en [0,1], en particular Mi = ı́nf{ f (x) : x →
[ti↔1, ti]}= ti. Probaremos en primer lugar que

∫ 1

0
x dx ↑ 1

2
.

Es decir, 1/2 es cota inferior del conjunto {S( f ,P) : P partición de [0,1]}. Sea P = {0= t0, . . . , tn↔1, tn =
1} una partición de [0,1]. Es posible acotar inferiormente cada sumado en S( f ,P) = ∀n

i=1 ti(ti ↔ ti↔1).
En efecto,

ti(ti ↔ ti↔1) = t2
i ↔ titi↔1 > t2

i ↔ titi↔1 ↔
(ti ↔ ti↔1)2

2
=

t2
i
2
↔

t2
i↔1
2

.

Ası́, para toda partición P tenemos que

S( f ,P) =
n

∀
i=1

ti(ti ↔ ti↔1)↑
n

∀
i=1

(
t2
i
2
↔

t2
i↔1
2

)
=

1
2
.

Por lo tanto
∫ 1

0 x dx ↑ 1/2. Ahora probaremos ahora que ı́nf{S( f ,P) : P partición de [0,1]}= 1/2. Sea
n → N y consideremos la partición en intervalos de igual largo definida por Pn =

{
0, 1

n ,
2
n , . . . ,

n↔1
n ,1

}
.

Notamos que Mi = i/n,y luego

S( f ,Pn) =
1
n
· 1

n
+

2
n
· 1

n
+ · · ·+ n

n
· 1

n
=

(1+2+3+ · · ·+n)
n2 =

n(n+1)
2n2 =

1
2

(
1+

1
n

)
.

Notamos que lı́mn⇑! S( f ,Pn) =
1
2 , y por lo tanto ı́nf{S( f ,P) : P partición de [0,1]}= 1/2. Es decir

∫ 1
0 x dx = 1

2 .

2. Demuestre que, si f : [0,2]⇑ R y g : [↔1,1]⇑ R son funciones integrables entonces

101
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∫ 2

0
(x↔1) f ((x↔1)2)dx = 0 =

∫ #

0
g(senx)cosx dx.

Solución. Para la primera integral, hacemos el cambio de variable y= x↔1, y descomponemos la integral
en dos términos,

∫ 2

0
(x↔1) f ((x↔1)2)dx =

∫ 1

↔1
y f (y2)dy =

∫ 1

0
y f (y2)dy+

∫ 0

↔1
y f (y2)dy

Luego, hacemos el cambio de variable y =↔z en la segunda integral arriba,
∫ 0

↔1
y f (y2)dy =

∫ 0

1
z f (z2)dz =↔

∫ 1

0
z f (z2)dz.

De aqui se obtiene que la integral original vale cero.
Procedemos de la misma forma para la segunda integral. Primero hacemos el cambio de variable y =
x↔ #

2 ,

∫ #

0
g(senx)cosxdx =

∫ #
2

↔#
2

g
(

sen
(

y+
#
2

))
cos

(
y+

#
2

)
dy =↔

∫ #
2

↔#
2

g(cosy)sen(y)dy.

Ahora descomponemos la integral arriba en dos términos y usamos el cambio de variable y =↔z,

∫ #
2

↔#
2

g(cosy)sen(y)dy =
∫ #

2

0
g(cosy)senydy+

∫ 0

↔#
2

g(cosy)senydy,

=
∫ #

2

0
g(cosy)senydy↔

∫ 0

#
2

g(cos(↔z))sen(↔z)dz,

=
∫ #

2

0
g(cosy)senydy↔

∫ #
2

0
g(cosz)senzdz = 0. (4.1)

De aqui se concluye que la segunda integral también es cero.
3. Sea f : [a,b]⇑ R una función no negativa y acotada. Sea

E f = {g : [a,b]⇑ R : g función escalonada tal que g(x)↓ f (x) para x → [a,b]}.

Demuestre que ∫ b

a
f (x)dx = sup

{∫ b

a
g(x)dx : g → E f

}
.

Solución. Sea g → E f y P la partición de [a,b] inducida por g, es decir la partición que contiene los
puntos de discontinuidad de g. Como g es escalonada y menor o igual a f tenemos que

∫ b

a
g(x)dx = s(g,P)↓ s( f ,P).

Por otra parte, dada una partición arbitraria P = {a = t0, t1, . . . , tn = b} de [a,b] y mi := ı́nf{ f (x) : x →
(ti↔1, t1)} definimos la función escalonada g tal que g(x) = mi para todo x → [ti↔1, ti). Claramente g → E f
y s(g,P) = s( f ,P). De aqui concluimos que

∫ b

a
f (x)dx = sup

{∫ b

a
g(x)dx : g → E f

}
.
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4. Sea f : [a,b]⇑R una función no negativa y acotada. Demuestre que las integrales superiores e inferiores
no cambian si la función f se reemplaza por una nueva función que difiere de f en un solo punto.

Solución. Sea c → (a,b) y g : [a,b] ⇑ R tal que g(x) = f (x) para todo x → [a,b] \ {c} y f (c) ≃= g(c).
Sea P una partición de [a,b] que no contiene al punto {c}. Recordemos que tanto la integral supe-
rior como la inferior pueden calcularse con particiones que no poseen un punto escogido. Sea ! > 0 y
P! = P ∪ {c↔ !,c+ !}. Notemos que s( f ,P!)↔ s(g,P!) ↓ 2!| f (c)↔ g(c)|. Como el valor de ! es
arbitrario concluimos que

∫ b
a f (x)dx =

∫ b
a g(x)dx. Un argumento análogo permite probar que las integra-

les superiores coinciden.

5. Construya ejemplos de funciones no integrables que poseen primitivas.

Solución. La función f : [0,1]⇑R dada por f (0) = 1 y f (x) = 1/x2 cuando x ≃= 0, posee primitiva ↔1/x,
sin embargo no es integrable. En efecto, las integrables superiores e inferiores dan el valor +!.

6. Utilizando el Teorema de los Intervalos Encajados demuestre que si f : [a,b]⇑ R es una función inte-
grable entonces existe c → [a,b] donde la función es continua (ver el trabajo de Hirst [8]).

Solución. Consideramos las particiones Pn que dividen el intervalo [a,b] en n partes iguales. Como f es
integrable tenemos que para todo ! > 0, existe m tal que para n ↑ m,

m

∀
i=1

(Mi ↔mi)(xi ↔ xi↔1)< !.

Tomando ! = (b↔a)/2, existe m ↑ 4 que satisface la propiedad anterior. En este caso,

m

∀
i=1

(Mi ↔mi)(xi ↔ xi↔1) =
m

∀
i=1

(Mi ↔mi)
b↔a

m
<

b↔a
2

↗
m

∀
i=1

(Mi ↔mi)<
m
2
.

Como m ↑ 4, se satisface que m/2 ↓ m↔2 y por lo tanto

m

∀
i=1

(Mi ↔mi)< m↔2.

Ası́, por el Principio del Palomar existen al menos tres valores de la sumatoria para los cuales Mi↔mi ↓ 1.
Luego, uno de los tres intervalos no intersecta los extremos de [a,b]. Es decir, obtenemos un intervalo
[a1,b1] contenido en [a,b] con a1 ≃= a y b1 ≃= b. Este es el primer intervalo a usar en el Teorema de
Intervalos Encajados.

Para construir el k-ésimo intervalo consideramos ! = (b↔ a)/2k en vez de (b↔ a)/2 en el intervalo
[ak↔1,bk↔1] ya construido. Ası́, escogiendo siempre particiones que dejen al intervalo dividido en partes
iguales, existe m de modo que

m

∀
i=1

(Mi ↔mi)<
m
2k

<
m↔2

k
.

Ası́, nuevamente por el Principio del Palomar debe haber al menos tres intervalos contenidos en este con
Mi ↔mi < 1/k. Y por lo tanto un intervalo tal que sus extremos ak y bk satisfacen ak ≃= a y bk ≃= b..

De esta forma obtenemos una sucesión de intervalos tal que [an,bn] ↘ [an↔1,bn↔1], con an ≃= an↔1
y bn ≃= bn↔1. Además el largo de los intervalos construidos tiende a cero. Por lo tanto, por el Teo-
rema de los Intervalos Encajonados existe un punto x0 que pertenece a todos los intervalos. Como
supx→[an,bn] f ↔ ı́nfx→[an,bn] f < 1/n, se obtiene la continuidad en x0. Un corolario de este resultado, es
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que los puntos de continuidad de una función integrable son densos en su dominio.

7. Sea f : [a,b] ⇑ R una función integrable no negativa. Demuestre que las siguientes afirmaciones son
equivalentes

a)
∫ b

a
f (x)dx = 0.

b) Si f es continua en c → (a,b), entonces f (c) = 0.

Solución. Primero probaremos que a) implica b). Suponemos por contradicción que existe c → (a,b)
donde f es continua y f (c) > 0. Luego existe un intervalo I para el cual f (x) > 1

2 f (c) para todo x → I.
Por lo tanto ∫ b

a
f (x)dx ↑

∫

I
f (x)dx ↑ |I| f (c)

2
> 0,

donde |I| es el largo del intervalon I. Esto prueba la implicancia por contradicción. Ahora probaremos
que b) implica a). Por el Ejercicio 6 los puntos donde la función es continua son densos en [a,b]. Además
en estos puntos la función es igual a cero por hipótesis. Luego la integral inferior (y superior) es cero.
Recordamos que la función es integrable por hipótesis, y ası́ la integral de la función es cero.

8. Sea f : R ⇑ R una función diferenciable tal que f (0) = 0 y para todo x → R se tiene f ⇐(x) = ( f (x))2.
Demuestre que para todo x → R se tiene que f (x) = 0.

Solución. De las hipótesis sabemos que f ⇐(x) = ( f (x))2 ↑ 0 para todo x → R. Luego f es creciente.
Supongamos que existe c tal que f (c) > 0. Dado que f ⇐(c) = ( f (c))2 > 0, tenemos que f (x) > 0 para
todo x > c. Notemos que, si x > c entonces

x↔ c =
∫ x

c
1dt =

∫ x

c

f ⇐(t)
f 2(t)

dt =
1

f (c)
↔ 1

f (x)
.

Luego

f (x) =
f (c)

1↔ f (c)x+ c f (c)
. (4.2)

En este caso la función tiende a infinito cuando el denominador 1↔ f (c)x+ c f (c) tiende a cero. Por
lo tanto la función no es diferenciable en el punto x0 tal que 1↔ f (c)x0 + c f (c) = 0. Esto nos da una
contradicción. Un argumento análogo permite probar el caso en que f (c)< 0.

9. Sean f ,g : [a,b] ⇑ R dos funciones integrables. Demuestre que las siguientes funciones también son
integrables

M(x) := máx{ f (x),g(x)}, m(x) := mı́n{ f (x),g(x)}.

Solución. Como

M(x) =
f (x)+g(x)+ | f (x)↔g(x)|

2
, m(x) =

f (x)+g(x)↔ | f (x)↔g(x)|
2

.

Por el Teorema 4.5 el valor absoluto de una función integrable es integrable, la suma de funciones inte-
grables es integrable y además al multiplicar por una constante, las funciones integrables siguen siéndolo.
Por lo tanto ambas funciones son integrables.

10. Sea f : [a,b]⇑ R una función acotada. Denotemos por &(x) la oscilación de f en x → [a,b]. Demuestre
que

∫ b

a
f (x)dx↔

∫ b

a
f (x)dx =

∫ b

a
&(x)dx.
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Solución. Sea P = {a = x0, . . . , xn = b} una partición de [a,b]. Primero observamos que

S( f ,P)↔ s( f ,P) =
n

∀
k=1

(Mk ↔mk)(xk ↔ xk↔1) =
n

∀
k=1

&k(xk ↔ xk↔1) = S(&,P).

Como ı́nf(F ↔ G) ↑ ı́nfF + ı́nf(↔G) y ↔supG = ı́nf(↔G), tomando el ı́nfimo sobre las particiones
tenemos que

∫ b

a
f (x)dx↔

∫ b

a
f (x)dx = ı́nf

P

S( f ,P)↔ sup
P

s( f ,P)↓ ı́nf
P

S(&,P) =
∫ b

a
&(x)dx.

Ahora probaremos que
∫ b

a f (x)dx↔
∫ b

a f (x)dx no sólo es cota inferior sino que corresponde al ı́nfimo de
acuerdo a la integral superior de & . Sean ! > 0 y L ,R particiones de [a,b] tales que

S( f ,L )↔
∫ b

a
f (x)dx <

!
4
,

∫ b

a
f (x)dx↔ s( f ,R)<

!
4
.

Considerando la partición M = L ∪R tenemos que
∣∣∣∣∣

(∫ b

a
f (x)dx↔

∫ b

a
f (x)dx

)
↔ (S( f ,M )↔ s( f ,M ))

∣∣∣∣∣<
!
2
.

En particular

S(&,M ) = S( f ,M )↔ s( f ,M )<

(∫ b

a
f (x)dx↔

∫ b

a
f (x)dx

)
+ !.

Por lo tanto se obtiene el resultado.

11. Sea f : [a,b]⇑ R una función con derivada integrable. Denote por m = (a+b)/2. Demuestre que

f (a)+ f (b) =
2

b↔a

∫ b

a

(
f (x)+(x↔m) f ⇐(x)

)
dx.

Solución. Usando integración por partes tenemos que
∫ b

a
x f ⇐(x)dx = b f (b)↔a f (a)↔

∫ b

a
f (x)dx.

Usando el Teorema Fundamental del Cálculo obtenemos
∫ b

a

(
f (x)+(x↔m) f ⇐(x)

)
dx =

∫ b

a
f (x)dx+

∫ b

a
x f ⇐(x)dx↔

∫ b

a
m f ⇐(x)dx

= b f (b)↔a f (a)↔m( f (b)↔ f (a))

= f (b)
(

b↔a
2

)
+ f (a)

(
b↔a

2

)
,

De aqui se obtiene la identidad pedida directamente.

12. Construya un ejemplo de una función integrable que sea discontinua en un conjunto infinito.

Solución. Sea f : [0,1]⇑ R definida por
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f (x) =

{
1 si x = 1/n con n → N,
0 si no.

Esta función es discontinua en todo punto de la forma 1/n y continua en [0,1] \ {1/n}n. Además es
una función acotada. Probaremos que es integrable y que

∫ 1
0 f (x)dx = 0. Por la densidad del conjunto

[0,1] \ {1/n}n en el intervalo [0,1], la integral inferior es cero. Ahora para la integral superior basta
considerar la partición

P = {1/n,1/n+1/n2,2/n↔1/n2,2/n+1/n2, . . . ,(n↔1)/n↔1/n2,(n↔1)/n+1/n2,1}.

Para esta partición la suma superior es S( f ,P) = 1/n+ 2n
n2 = 3

n . Por lo tanto la integral superior también
es igual a cero. Por lo tanto la función es integrable con integral cero.

13. Basándose en la Fórmula de Wallis, demuestre que

lı́m
n⇑!

24n(n!)4

((2n)!)2(2n+1)
=

#
2
.

Solución. Primero recordemos la Fórmula de Wallis,

lı́m
n⇑!

(
2
1

2
3

4
3

4
5

6
5

6
7
. . .

2n
2n↔1

2n
2n+1

)
=

#
2
.

Reescribiendo la Fórmula de Wallis usando factoriales y potencias de dos obtenemos lo siguiente,

#
2
= lı́m

n⇑!

22n(n!)2

3 ·3 ·5 ·5 · · ·(2n↔1)(2n↔1)(2n+1)
= lı́m

n⇑!

22n(n!)22n(n!)
(2n!)2(2n+1)

= lı́m
n⇑!

24n(n!)4

(2n!)2(2n+1)
.

14. Demuestre que ∫ dx
(x↔ p)

√
(x↔ p)(x↔q)

=
2

q↔ p
·


x↔q
x↔ p

.

Solución. Sea g(x) = 2
q↔p

√
x↔q
x↔p . Calculamos

g⇐(x) =
2

q↔ p
· 1

2
·


x↔ p
x↔q

· (x↔ p)↔ (x↔q)
(x↔ p)2 =

1√
(x↔q)(x↔ p)(x↔ p)

.

El resultado es consecuencia del Teorema Fundamental del Cálculo.

15. Sea f : [0,1]⇑ R definida por

f (x) =

{
1 si x = 1/n, n → N;
0 caso contrario.

Pruebe que la función f es integrable y calcule su integral.

Solución. La función f es igual a cero en el conjunto de números irracionales en [0,1]. Este conjunto es
denso en [0,1], luego toda suma inferior es igual a cero. Por lo tanto la integral inferior es igual a cero.
Ahora probaremos que la integral superior también es igual a cero. Sea N → N con N > 100. Definimos
la partición PN de [0,1] por

PN =

{
0,

1
N
↔ 1

2N3 ,
1
N
+

1
2N3 ,

1
N ↔1

↔ 1
2N3 ,

1
N ↔1

+
1

2N3 , . . . ,
1
2
↔ 1

2N3 ,
1
2
+

1
2N3 ,1↔

1
2N3 ,1

}
.
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La suma superior de f con respecto a PN viene dada por

S( f ,PN) =
1
N
↔ 1

2N3 +
N ↔1

N3 +
1

2N3 =
N2 +N ↔1

N3 .

Ası́ lı́mN⇑! S( f ,PN) = 0. Como la integral inferior es menor que la superior concluimos que la integral
superior es igual a cero. Por lo tanto la función es integrable con integral igual a cero.

16. Sea A := (an)n una sucesión definida en [0,1] tal que ∀!
n=1 an < !. Sea f : [0,1]⇑ R definida por

f (x) = ∀
an→A:an↓x

an.

Demuestre que f es integrable.

Solución. Como ∀!
n=1 an < ! la función f es acotada. Además los términos de la sucesión son no ne-

gativos, y ası́ la función f es monótona y acotada. Por lo tanto la función es integrable de acuerdo al
Teorema 4.6.

17. Utilizando la definción de integral dada por Riemann calcule los siguientes lı́mites

a)

lı́m
n⇑!

1
n

(
e1/n + e2/n + e3/n + · · ·+ en/n

)
.

b)

lı́m
n⇑!

1
n3

(
12 +22 + · · ·+n2) .

c)

lı́m
n⇑!

1
nk+1

(
1k +2k + · · ·+nk

)
, k > 0.

d)

lı́m
n⇑!

(
1

n+1
+

1
n+2

+ · · ·+ 1
3n

)
.

e)

lı́m
n⇑!

n2
(

1
n3 +13 +

1
n3 +23 + · · ·+ 1

n3 +n3

)
.

f )

lı́m
n⇑!

1
n

n
√
(n+1)(n+2) · · ·(n+n).

g)

lı́m
n⇑!

1⇓
n

(
1+

1⇓
2
+ · · ·+ 1⇓

n

)
.

Solución.

a)

lı́m
n⇑!

1
n

(
e1/n + e2/n + e3/n + · · ·+ en/n

)
= lı́m

n⇑!

1
n

n

∀
k=1

ek/n =
∫ 1

0
exdx = e↔1.

b)

lı́m
n⇑!

1
n3

(
12 +22 + · · ·+n2)= lı́m

n⇑!

1
n

(
12

n2 +
22

n2 + · · ·+ n2

n2

)
= lı́m

n⇑!

1
n

n

∀
k=1

(
k
n

)2
=

∫ 1

0
x2dx =

1
3
.
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c)

lı́m
n⇑!

1
nk+1

(
1k +2k + · · ·+nk

)
= lı́m

n⇑!

1
n

(
1k

nk +
2k

nk + · · ·+ nk

nk

)
= lı́m

n⇑!

1
n

n

∀
j=1

(
j
n

)k

=
∫ 1

0
xkdx =

1
k+1

.

d)

lı́m
n⇑!

(
1

n+1
+

1
n+2

+ · · ·+ 1
3n

)
= lı́m

n⇑!

1
n

(
n

n+1
+

n
n+2

+ · · ·+ n
n+2n

)
= lı́m

n⇑!

1
n

2n

∀
k=1

n
n+ k

= lı́m
n⇑!

1
n

2n

∀
k=1

1
1+ k/n

=
∫ 2

0

dx
1+ x

.

Utilizando el cambio de variable y = 1+ x obtenemos
∫ 2

0
dx

1+x =
∫ 3

1
dy
y = log3.

e)

lı́m
n⇑!

n2
(

1
n3 +13 + · · ·+ 1

n3 +n3

)
= lı́m

n⇑!

1
n

(
n3

n3 +13 + · · ·+ n3

n3 +n3

)
= lı́m

n⇑!

1
n

n

∀
k=1

n3

n3 + k3 ,

= lı́m
n⇑!

1
n

n

∀
k=1

1
1+(k/n)3 =

∫ 1

0

dx
1+ x3 .

Utilizando fracciones parciales tenemos que

1
1+ x3 =

1
(x+1)(x2 ↔ x+1)

=
1

3(x+1)
+

↔x+2
3(x2 ↔ x+1)

Integrando término a término y utilizando los cambios de variable correspondientes, el resultado es

1
3

log |x+1|↔ 1
6

log |x2 ↔ x+1|+ 1
2

1⇓
3/2

arctan
x↔1/2⇓

3/2
+C.

Al evaluar en los extremos correspondientes tenemos que el resultado es log2
3 + #

3
⇓

3
.

f )

lı́m
n⇑!

1
n

n
√
(n+1)(n+2) · · ·(n+n) = lı́m

n⇑!

1
n

n

√(
1+

1
n

)(
1+

2
n

)
· · ·

(
1+

n
n

)
,

= exp
(

log
(

lı́m
n⇑!

n

√(
1+

1
n

)(
1+

2
n

)
· · ·

(
1+

n
n

)))
,

= exp
(

lı́m
n⇑!

log((1+1/n) . . .(1+n/n))
n

)
,

= exp
(

lı́m
n⇑!

1
n

n

∀
k=1

log(1+ k/n)
)
= exp

(∫ 1

0
log(1+ x)dx

)
.

Utilizando el cambio de variable 1+ x = y obtenemos,

exp
(∫ 1

0
log(1+ x)dx

)
= exp

(∫ 2

1
log(y)dy

)
= exp(2log2↔1) =

4
e
.

g)
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lı́m
n⇑!

1⇓
n

(
1+

1⇓
2
+ · · ·+ 1⇓

n

)
= lı́m

n⇑!

1
n

(⇓
n⇓
1
+ · · ·+

⇓
n⇓
n

)
= lı́m

n⇑!

1
n

n

∀
k=1

1√
k/n

Luego,

lı́m
n⇑!

1⇓
n

(
1+

1⇓
2
+ · · ·+ 1⇓

n

)
=

∫ 1

0

dx⇓
x
= 2.

18. Determine las siguientes primitivas:

a) ∫ senx
2+ cosx

dx,
∫

x1/3
√

x4/3 ↔1dx,
∫ x⇓

1↔4x2
dx.

b)
∫

e3xdx,
∫

xe↔x2
dx,

∫ e
⇓

x+1
⇓

x+1
dx.

c) ∫
senx

⇓
1+ cosxdx,

∫
tg(3x)dx,

∫
sen2(3x)cos(3x)dx.

d) ∫ cos3 x
sen2 x

dx,
∫ dx

x log3x
,

∫ ex

1+ ex dx.

e) ∫ dx
cos2 x

,
∫

sen6(x)dx,
∫

sen4(ax)dx.

f ) ∫ dx⇓
1↔4x2

,
∫ x⇓

4+ x2
dx,

∫ x
4+ x2 dx.

g) ∫ dx
x
⇓

x2 ↔a2
,

∫ dx⇓
2↔5x2

,
∫ x+1⇓

4↔ x2
dx.

h) ∫ dx⇓
x2 ↔2x+5

,
∫

(2x+3)
4x2 +4x+5

dx,
∫ x

x2 +4x+5
dx.

i) ∫ x
x2 ↔2x↔3

dx,
∫ dx

x(x+1)2 ,
∫ ex

e2x +3ex +2
dx.

j) ∫
x logxdx,

∫
sen(logx)dx,

∫
log(a2 + x2)dx.

k) ∫
x(cos(2x+1))dx,

∫
xarcsen(x)dx,

∫
x2 arc tg(x)dx.

l) ∫ dx
1↔ senx

,
∫ cosx

2↔ cosx
dx,

∫
cos(3x)sen(2x)dx.

m)
∫ 1↔

⇓
x

1+
⇓

x
dx,

∫ dx
x(1↔ 4

⇓
x)
,

∫ ⇓
x3 ↔1

x
dx.

Solución.
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a) Considerando los cambios de variable u = 2+ cosx, u = x4/3 ↔ 1 y u = 1↔ 4x2 respectivamente, se
tiene que, ∫ senx

2+ cosx
dx =

∫ ↔du
u

=↔ log |u|+C =↔ log |2+ cosx|+C,

∫
x1/3

√
x4/3 ↔1dx =

∫ ⇓
u · 3

4
du =

3
4
· 2u3/2

3
+C =

1
2
(x4/3 ↔1)3/2 +C,

∫ x⇓
1↔4x2

dx =
∫ ↔du

8
⇓

u
=

↔
⇓

u1/2

4
+C =

↔
√

(1↔4x2)1/2

4
+C.

b) Considerando los cambios de variable u = 3x, u =↔x2 y u =
⇓

x+1 respectivamente, se tiene que,

∫
e3xdx =

1
3

∫
eudu =

eu

3
+C =

e3x

3
+C,

∫
xe↔x2

dx =
↔1
2

∫
eudu =

↔1
2

eu +C =
↔1
2

e↔x2
+C,

∫ e
⇓

x+1
⇓

x+1
dx = 2

∫
eudu = 2eu +C = 2e

⇓
x+1 +C.

c) Considerando los cambios de variable u = 1+ cosx, u = cos3x y u = (sen(3x))2 respectivamente, se
tiene que,

∫
senx

⇓
1+ cosxdx =↔

∫ ⇓
udu =

↔3u3/2

2
+C =

↔3(1+ cosx)3/2

2
+C

∫
tg(3x)dx =

∫ sen(3x)
cos(3x)

dx =
↔1
3

∫ du
u

=
↔ log |u|

3
+C =

↔ log |cos3x|
3

+C

∫
sen2(3x)cos(3x)dx =

∫ u
6
⇓

u
du =

1
6

∫ ⇓
udu =

u3/2

9
+C =

(senx)3

9
+C

d) En la primera integral notamos que

∫
(cosx)3

(senx)2 dx =
∫

(1↔ (senx)2)cosx
(senx)2 =

∫ cosx
(senx)2 dx↔

∫
cosxdx.

Ası́, utilizando el cambio de variable u = (senx)2 se obtiene
∫ cosx

(senx)2 dx =
1
2

∫ du
u3/2 =↔u↔1/2 +C =↔ 1

senx
+C.

Luego ∫
(cosx)3

(senx)2 dx =↔ 1
senx

↔ senx+C.

Para las siguientes dos integrales utilizamos los cambios de variable u = 1+ ex y u = log3x respecti-
vamente, ∫ ex

1+ ex dx =
∫ du

u
= log |u|+C = log |1+ ex|+C,

∫ 1
x log3x

dx =
∫ du

u
= log |u|+C = log(| log3x|)+C.

e) Recordemos que la derivada de tanx es sec2 x, ası́
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∫ dx

cos2 x
=

∫
sec2 xdx = tanx+C.

Utilizando la fórmula del coseno del ángulo doble obtenemos,

∫
sen6 xdx =

∫
(sen2 x)3dx =

∫ (
1↔ cos2x

2

)3
dx

=
1
8

(∫
dx↔3

∫
cos2x+3

∫
cos2 2xdx↔

∫
cos3 2xdx

)
.

Debemos integrar cos2 x y cos3 x. Ocupando la fórmula del coseno del ángulo doble,
∫

cos2 xdx =
∫ 1+ cos2x

2
=

x
2
+

∫ cos2x
2

dx =
x
2
+

sen2x
4

+C.

Notemos que cos2 x = 1↔ sen2 x e integramos cosxsen2 x utilizando el cambio de variable u = senx,
∫

cos3 xdx =
∫

cosxdx↔
∫

cosxsen2 xdx

=
∫

cosxdx↔
∫

u2du = senx↔ u3

3
+C = senx↔ sen3 x

3
+C.

Luego la respuesta es
5x
16

↔ sen2x
4

+
3sen4x

64
+

sen3 2x
48

+C

Para la tercera integral utilizamos la fórmula del seno del ángulo doble y la integral de cos2 x,
∫

sen4 axdx =
∫
(sen2 ax)2dx =

1
4

∫
(1↔ cos2ax)2dx

=
1
4

∫
dx↔ 1

2

∫
cos(2ax)dx+

1
4

∫
cos2(2ax)dx

=
3x
8
↔ sen2ax

4a
+

sen4ax
32

+C.

f ) Realizando los cambios de variable y = 2x, y = 4+ x2 y y = 4+ x2, respectivamente,
∫ dx⇓

1↔4x2
=

1
2

∫ dy√
1↔ y2

=
arcsiny

2
+C =

arcsin(2x)
2

+C,

∫ x⇓
4+ x2

dx =
1
2

∫
y↔1/2dy =

⇓
y+C =

√
4+ x2,

∫ x
4+ x2 dx =

1
2

∫ dy
y

= logy+C = log(4+ x2)+C.

g) Para la primera integral realizamos los cambios de variable ay = x y sen t = y,
∫ dx

x
⇓

x2 ↔a2
=

1
a

∫ dy
y
√

y2 ↔1
=

1
a

∫ sec t tan t
sec t tan t

dt =
1
a

t +C =
1
a

arcsiny+C =
arcsinx/a

a
+C.

En esta nueva integral realizamos el cambio de variable
⇓

2y =
⇓

5x,

∫ dx⇓
2↔5x2

=
∫ ⇓

2⇓
5

dy√
2↔2y2

=
arcsiny⇓

5
+C =

1⇓
5

arcsin
⇓

5x⇓
2
+C
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Ahora dividimos la integral en dos y realizamos los cambios de variable 2y = x y y = 4↔ x2, respec-
tivamente, ∫ dx⇓

4↔ x2
= 2

∫ dy√
4↔4y2

= arcsiny+C = arcsin
x
2
+C,

∫ x⇓
4↔ x2

dx =↔1
2

∫
y↔1/2dy =↔y1/2 +C =↔

√
4↔ x2 +C.

Luego, ∫ x+1⇓
4↔ x2

dx = arcsin
x
2
↔
√

4↔ x2 +C.

h) Como
∫ dw⇓

w2+a2
= log |w+

⇓
w2 +a2|+C, entonces,

∫ dx⇓
x2 ↔2x+5

=
∫ dx√

(x↔1)2 +22
= log |w+

√
w2 +a2|+C = log |x↔1+

√
x2 ↔2x+5|+C.

Primero dividimos nuestro problema en dos integrales,
∫ 2x+3

4x2 +4x+5
dx =

1
4

∫ 8x+12
4x2 +4x+5

dx

=
1
4

∫
(8x+4)+8
4x2 +4x+5

dx =
1
4

∫ 8x+4
4x2 +4x+5

dx+2
∫ dx

4x2 +4x+5
.

De esta forma,
1
4

∫ 8x+4
4x2 +4x+5

dx =
log |4x2 +4x+5|

4
+C,

2
∫ dx

4(x2 + x+5/4)
=

1
2

∫ dx
(x+1/2)2 +1

=
1
2

arctan(x+1/2)+C.

Luego, ∫ 2x+3
4x2 +4x+5

dx =
logu

4
+

1
2

arctan(x+1/2)+C.

Tal como en el ejercicio anterior separamos en dos integrales y luego concluimos de la misma forma,
∫ x

x2 +4x+5
dx =

1
2

∫
(2x+4)↔4
x2 +4x+5

dx

=
1
2

∫ 2x+4
x2 +4x+5

dx↔2
∫ dx

x2 +4x+5
=

log |x2 +4x+4|
2

↔2arctan(x+2)+C.

i) Para los próximos dos ejercicios, utilizamos fracciones parciales,
∫ x

x2 ↔2x↔3
dx =

∫ x
(x↔3)(x+1)

dx =
3
4

∫ dx
x↔3

+
1
4

∫ dx
x+1

=
3log |x↔3|

4
+

log |x+1|
4

+C,

∫ dx
x(x+1)2 =

∫ dx
x
↔

∫ dx
x+1

↔
∫ dx

(x+1)2 = log |x|↔ log |x+1|+ 1
x+1

+C.

En este tercero hacemos el cambio de variable ex = u y luego utilizamos fracciones parciales,
∫ ex

e2x +3ex +2
dx =

∫ ex

(ex +2)(ex +1)
dx =

∫ du
(u+1)u

=
∫ du

u
↔

∫ du
u+1

= log |u|+ log |u+1|+C = log |ex +1|↔ log |ex +2|+C
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j) Por integración por partes,

∫
x logxdx =

x2 logx
2

↔
∫ x

2
dx =

x2 logx
2

↔ x2

4
+C.

Realizando dos veces integración por partes y despejando la integral pedida,
∫

sen logxdx = xsen logx↔
∫

cos logxdx = xsen logx↔ (xcos logx+
∫

sen logxdx).

Por lo tanto obtenemos ∫
sen logxdx =

x
2
(sen logx↔ cos logx)+C.

Integrando por partes,

∫
log(x2 +a2)dx = x log(a2 + x2)↔

∫ 2x2

a2 + x2 dx = x log(a2 + x2)↔
∫

2↔ 2a2

a2 + x2 dx.

Luego ∫
log(x2 +a2)dx = x log(a2 + x2)↔2x+2aarctanx/a+C.

k) Realizando el cambio de variable 2x+1 = y obtenemos,
∫

xcos(2x+1)dx =
1
4

∫
(y↔1)cosydy =

1
4

∫
ycosydy+

1
4

∫
↔cosydy

=
1
4

(
yseny↔

∫
senydy

)
↔ seny

4
.

Luego ∫
xcos(2x+1)dx =

(2x+1)sen(2x+1)
4

+
cos(2x+1)

4
↔ sen(2x+1)

4
+C.

Integrando por partes y utilizando el cambio de variable x = senu,

∫
xarcsinxdx =

x2 arcsinx
2

↔ 1
2

∫ x2
⇓

1↔ x2
dx =

x2 arcsinx
2

↔ 1
2

∫
sen2 udu.

Ocupando la fórmula del coseno del ángulo medio,

x2 arcsinx
2

↔ 1
2

∫ 1↔ cos2u
2

du=
x2 arcsinx

2
↔ 1

4

∫
du+

∫ 1
4

cos2udu=
x2 arcsinx

2
↔ u

4
+

sen2u
8

+C.

Por último ocupando la fórmula del seno del ángulo doble y reemplazando en función de x, obtenemos

x2 arcsinx
2

↔ u
4
+

2senucosu
8

+C =
x2 arcsinx

2
↔ arcsinx

4
+

x
⇓

1↔ x2

4
+C.

Integrando por partes,

∫
x2 arctanxdx =

x3 arctanx
3

↔ 1
3

∫ x3

1+ x2 =
x3 arctanx

3
↔ 1

3

∫ (
x↔ x

x2 +1

)
dx

=
x3 arctanx

3
↔ 1

3

∫
xdx↔ 1

3

∫ x
x2 +1

dx =
x3 arctanx

3
↔ x2

6
↔ 1

6
log |x2 +1|+C.

l) Realizando los cambios de variable z = tanx/2 y z↔1 = x,
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∫ dx
1↔ senx

=
∫

(2dz)/(1+ z2)

1↔ (2z)/(1+ z2)
= 2

∫ dz
(z↔1)2 = 2

∫
x↔2dx=

↔2
x

+C =
↔2

z↔1
+C =

↔2
tanx/2↔1

+C.

Notemos que,
∫ cosx

2↔ cosx
dx =

∫ cosx↔2
2↔ cosx

+
2

2↔ cosx
dx = 2

∫ dx
2↔ cosx

↔
∫

dx = 2
∫ dx

2↔ cosx
↔ x.

Para calcular la nueva integral realizamos el cambio de variable z = tanx/2,

∫ dx
2↔ cosx

=
∫ 2dz/(1+ z2)

2↔ (1↔ z2)/(1+ z2)
=

∫ 2
3z2 +1

dz =
2
3

∫ dz
z2 +(1/

⇓
3)2

=
2
⇓

3
3

arctan(
⇓

3z)+C =
2
⇓

3
3

arctan(
⇓

3tan
x
2
)+C.

Luego
∫ cosx

2↔ cosx
dx =

4
⇓

3
3

arctan(
⇓

3tan
x
2
)+ x+C.

Notemos que cos(3x)sen(2x) = 1/2(sen(↔x)+ sen(5x)), ası́
∫

cos(3x)sen(2x)dx =
1
2

(∫
↔sen(x)+

∫
sen(5x)dx

)
=

cosx
2

↔ cos5x
10

+C.

m) Realizando el cambio de variable
⇓

x+1 = u,
∫ 1↔

⇓
x

1+
⇓

x
dx = 2

∫
(2↔u)(u↔1)

u
du = 6

∫
du↔2

∫
udu↔4

∫ du
u

= 6u↔u2 ↔4logu+C.

Por lo tanto, ∫ 1↔
⇓

x
1+

⇓
x

dx = 6(
⇓

x+1)↔ (
⇓

x+1)2 ↔4log(
⇓

x+1)+C.

Realizando el cambio de variable 1↔ 4
⇓

x = t y ocupando fracciones parciales,
∫ dx

x(1↔ 4
⇓

x)
=↔4

∫ dt
(1↔ t)t

=↔4
∫ 1

t
↔4

∫ dt
1↔ t

=↔4log |t|+4log |1↔ t|+C.

Luego, ∫ dx
x(1↔ 4

⇓
x)

=↔4log |1↔ 4⇓x|+4log |1↔ (1↔ 4⇓x)|+C.

Realizando el cambio de variable
⇓

x3 ↔1 = t,

∫ ⇓
x3 ↔1

x
dx =

2
3

∫ t2

t2 +1
dt =

2
3

∫
dt ↔ 2

3

∫ dt
t2 +1

=
2t
3
+

2arctan t
3

+C.

Luego,
∫ ⇓

x3 ↔1
x

dx =
2(
⇓

x3 ↔1)
3

+
2arctan(

⇓
x3 ↔1)

3
+C.

19. Determine ∫
x2e3xdx.

Solución. Usando integración por partes tenemos que
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∫
x2e3xdx =

x2

3
e3x ↔ 2

3

∫
e3xxdx.

Integrando nuevamente por partes tenemos
∫

x2e3xdx =
1
3

x2e3x ↔ 2
3

∫
xe3xdx =

1
3

x2e3x ↔ 2
3

(
x

1
3

e3x ↔ 1
3

∫
e3xdx

)
.

Por lo tanto ∫
x2e3xdx =

1
3

x2e3x ↔ 2
9

xe3x +
2
27

e3x +C.

20. Determine ∫ sen
⇓

x⇓
x

dx.

Solución. Considere el cambio de variable u =
⇓

x. Ası́ du = 1
2
⇓

x dx. Tenemos entonces que
∫ sen

⇓
x⇓

x
dx = 2

∫
senudu =↔2cosu+C =↔2cos

⇓
x+C.

21. Demuestre que si g : [c,d]⇑ R es integrable y f : [a,b]⇑ [c,d] es diferenciable con derivada continua
tal que f ⇐(x) ≃= 0 entonces la compuesta g¬ f : [a,b]⇑ R es integrable.

Solución. Sea h = g ¬ f . Como g es integrable, es acotada. Por lo tanto h también es acotada. Como
f ⇐ es continua y f ⇐(x) ≃= 0 para todo x → [a,b], entonces f ⇐ tiene signo constante. Supongamos primero
que f ⇐ > 0. Entonces f es estrictamente creciente. Además, existe m > 0 tal que f ⇐(x) ↑ m para todo
x → [a,b].
Sea ∃ = f (a) y % = f (b). Como g es integrable en [c,d], también lo es en [∃,% ]. Dado ! > 0, existe una
partición Q = {∃ = y0 < y1 < · · · < yn = %} tal que S(g,Q)↔ s(g,Q) < m!. Definimos una partición
P de [a,b] por xi = f↔1(yi) con i = 0, . . . ,n. Entonces a = x0 < x1 < · · · < xn = b. En cada intervalo
[xi↔1,xi], la oscilación de h = g¬ f coincide con la oscilación de g en [yi↔1,yi]. Además, por el Teorema
del Valor Medio,

yi ↔ yi↔1 = f ⇐(,i)(xi ↔ xi↔1)↑ m(xi ↔ xi↔1),

de donde xi ↔ xi↔1 ↓ yi↔yi↔1
m . Por lo tanto,

S(h,P)↔ s(h,P)↓ 1
m
(
S(g,Q)↔ s(g,Q)

)
< !.

Luego, por el Criterio de Darboux, h = g¬ f es integrable en [a,b]. Si f ⇐ < 0, el argumento es análogo,
invirtiendo el orden de la partición. Por lo tanto, g¬ f es integrable en [a,b].

22. Demuestre que si g : [c,d] ⇑ R es continua y f : [a,b] ⇑ [c,d] es integrable entonces la compuesta
g¬ f : [a,b]⇑ R es integrable.

Solución. Como g es continua y su dominio un intervalo cerrado y acotado existe K = supx→[c,d] |g(x)|<
+!. Además g es uniformemente continua. Por lo tanto, para todo ! > 0, existe 0 < ∀ < !

(b↔a)(1+2K) tal
que

|x↔ y|< ∀ =↗ |g(x)↔g(y)|< !
(b↔a)(1+2K)

.

Por el Teorema 4.4, existe una partición P = {x0,x1, . . . ,xn} tal que S( f ,P)↔s( f ,P)< ∀ 2. Definimos

Mi := sup
x→[xi,xi+1]

f (x), mi := ı́nf
x→[xi,xi+1]

f (x), M⇐
i := sup

x→[xi,xi+1]
(g¬ f )(x), m⇐

i := sup
x→[xi,xi+1]

(g¬ f )(x).
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Dividimos el conjunto {1,2, . . . , n} en dos conjuntos disjuntos: J1 := {i : Mi↔mi < ∀} y su complemento
J2. Para los elementos de J1, se cumple que Mi ↔mi < ∀ y ası́ por la continuidad uniforme de g,

M⇐
i ↔m⇐

i ↓
!

(b↔a)(1+2K)
.

Por otra parte, para los elementos de J2 se satisface que Mi ↔mi ↑ ∀ , luego,

∀ ∀
i→J2

(xi+1 ↔ xi)↓ ∀
i→J2

(Mi ↔mi)(xi+1 ↔ xi)< S( f ,P)↔ s( f ,P)< ∀ 2,

y ası́ ∀i→J2(xi+1 ↔ xi)< ∀ . Por último,

S(g¬ f ,P)↔ s(g¬ f ,P) = ∀
i→J1

(M⇐
i ↔m⇐

i)(xi+1 ↔ xi)+ ∀
i→J2

(M⇐
i ↔m⇐

i)(xi+1 ↔ xi),

↓ !
(b↔a)(1+2K) ∀

i→J2

(xi+1 ↔ xi)+2K ∀
i→J2

(xi+1 ↔ xi),

↓ !
(b↔a)(1+2K)

(b↔a)+2K∀ ,

↓ !
(b↔a)(1+2K)

(b↔a)+
!

(b↔a)(1+2K)
2K = !

(
1+

1
b↔a

)
.

Luego por el Teorema 4.4 se tiene el resultado.

23. Sea f : [0,1]⇑ R una función monótona. Demuestre que para todo n → N se tiene
∣∣∣∣∣

∫ 1

0
f (x)dx↔ 1

n

n

∀
i=1

f
(

i
n

)∣∣∣∣∣↓
| f (1)↔ f (0)|

n
.

Este resultado fue probado en 1937 por Sewell y Wals [21].

Solución. Supongamos que f es creciente (el otro caso es ánalogo). Desarrollando la expresión de la
izquierda en la desigualdad,

∣∣∣∣
∫ 1

0
f (x)dx↔ 1

n

n

∀
i=1

f
(

i
n

)∣∣∣∣ =
∣∣∣∣

n

∀
i=1

∫ i
n

i↔1
n

(
f (x)↔ f

(
i
n

))
dx
∣∣∣∣↓

n

∀
i=1

∫ i
n

i↔1
n

∣∣∣∣ f (x)↔ f
(

i
n

)∣∣∣∣dx,

↓
n

∀
i=1

1
n

(
f
(

i
n

)
↔ f

(
i↔1

n

))
=

f (1)↔ f (0)
n

,

donde hemos usado la desigualdad triangular y la monotonı́a de f . Notamos que hemos encontrado una
cota para la velocidad con la que la suma de Riemann converge a la integral.

24. Sea f : [0,1]⇑R una función Lipschitz, es decir, tal que existe una constante M > 0 tal que si x,y→ [0,1]
entonces | f (x)↔ f (y)|< M|x↔ y|. Demuestre que para todo n → N se tiene,

∣∣∣∣∣

∫ 1

0
f (x)dx↔ 1

n

n

∀
k=1

f
(

k
n

)∣∣∣∣∣<
M
2n

.

Solución. Por la desigualdad triangular y la propiedad Lipschitz tenemos que,
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∣∣∣∣
∫ 1

0
f (x)dx↔ 1

n

n

∀
k=1

f
(

k
n

)∣∣∣∣ =
∣∣∣∣

n

∀
k=1

∫ k
n

k↔1
n

( f (x)↔ f (k/n))dx
∣∣∣∣=

n

∀
k=1

∫ k
n

k↔1
n

| f (x)↔ f (k/n)|dx,

↓ M
n

∀
k=1

∫ k
n

k↔1
n

(
k
n
↔ x

)
dx.

Evaluando obtenemos que,

M
n

∀
k=1

∫ k
n

k↔1
n

(
k
n
↔ x

)
dx = M

n

∀
k=1

(
k
n2 ↔

(
k2

2n2 ↔ (k↔1)2

2n2

))
= M

n

∀
k=1

1
2n2 =

M
2n

.

25. Demuestre que si f ,g : [a,b] ⇑ R son funciones tales que f ⇐(x) = ↔g(x) y g⇐(x) = f (x) entonces
f 2(x)+g2(x) es constante.

Solución. Sea h(x) = f 2(x)+g2(x) y calculamos

h⇐(x) = 2 f (x) f ⇐(x)+2g(x)g⇐(x) =↔2 f (x)g(x)+2g(x) f (x) = 0.

Por lo tanto la función h(x) es constante.

26. Sea f : [a,b]⇑ R una función continua y C > 0 una constante. Sea {x0,x1, . . . ,xn} un subconjunto (no
necesariamente ordenado) de [a,b] tal que x0 = a y xn = b y ∀n

i=1 |xi ↔ xi↔1| < C. Sea ∀n = máx{|xi ↔
xi↔1| : i → {1, . . . ,n}} y considere la suma

Sn =
n

∀
i=1

f (x̂i)(xi ↔ xi↔1),

donde x̂i es un punto arbitrario en el intervalo de extremos xi y xi↔1. Demuestre que para cualquier
sucesión de sumas Sn tales que ∀n ⇑ 0, se tiene que

lı́m
n⇑!

Sn =
∫ b

a
f (x)dx.

Este resultado fue probado en 1943 por Robbins [16].

Solución. Dado que f es continua en el intervalo compacto [a,b], es uniformemente continua. Definimos
el módulo de continuidad dependiente de ∀n como

Mn := sup{| f (u)↔ f (v)| : u,v → [a,b], |u↔ v|↓ ∀n}.

Notemos que, por la continuidad uniforme, lı́mn⇑! Mn = 0 puesto que ∀n ⇑ 0.

Consideremos el conjunto de puntos {x0, . . . ,xn} ordenado de menor a mayor y sin repeticiones, de-
notándolo como la partición a = y0 < y1 < .. . < ym = b. En cada subintervalo [yk↔1,yk] escogemos un
punto arbitrario ŷk.
Supongamos que el intervalo de extremos xi↔1 y xi contiene a los subintervalos generados por los pun-
tos y j↔1,y j, . . . ,y j+r. Vamos a reemplazar el término de la suma original f (x̂i)(xi ↔ xi↔1) por la suma
particionada:

f (ŷ j)(y j ↔ y j↔1)+ · · ·+ f (ŷ j+r)(y j+r ↔ y j+r↔1),

si xi > xi↔1, y por el inverso aditivo de esta expresión en caso de que xi < xi↔1.
Acotemos el error de este reemplazo. Dado que tanto x̂i como los correspondientes ŷk pertenecen al
intervalo cerrado delimitado por xi↔1 y xi, la distancia entre ellos es a lo sumo ∀n. Por lo tanto, | f (x̂i)↔
f (ŷk)| ↓ Mn. Usando la desigualdad triangular, la magnitud de la diferencia entre el término original y
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su reemplazo es:
∣∣∣∣∣ f (x̂i)(xi ↔ xi↔1)↔∀

k
f (ŷk)∋yk

∣∣∣∣∣↓ ∀
k
| f (x̂i)↔ f (ŷk)| |∋yk|↓ Mn|xi ↔ xi↔1|.

Sea S⇐n la nueva suma construida al hacer todos estos reemplazos para i = 1, . . . ,n. Al sumar los errores
de todos los términos, obtenemos que:

|Sn ↔S⇐n|↓
n

∀
i=1

Mn|xi ↔ xi↔1|= Mn

n

∀
i=1

|xi ↔ xi↔1|<CMn.

Ahora analicemos la naturaleza de S⇐n. Si reagrupamos todos los términos de la forma ± f (ŷk)(yk ↔
yk↔1) para un k fijo, la suma algebraica de los coeficientes de f (ŷk) es exactamente igual a (yk ↔ yk↔1).
Esto ocurre porque el recorrido total desde x0 = a hasta xn = b implica que el número de veces que el
subintervalo [yk↔1,yk] es atravesado hacia la derecha excede exactamente en uno al número de veces que
es atravesado hacia la izquierda.
Debido a esto, la suma reagrupada colapsa simplemente a:

S⇐n =
m

∀
k=1

f (ŷk)(yk ↔ yk↔1).

Es decir, S⇐n es una suma de Riemann estándar para f sobre la partición ordenada {y0, . . . ,ym}. Puesto
que la norma de esta partición es menor o igual a ∀n, y ∀n ⇑ 0, sabemos por teorı́a de integración clásica
que:

lı́m
n⇑!

S⇐n =
∫ b

a
f (x)dx.

Finalmente, por la desigualdad triangular:
∣∣∣∣Sn ↔

∫ b

a
f (x)dx

∣∣∣∣↓ |Sn ↔S⇐n|+
∣∣∣∣S

⇐
n ↔

∫ b

a
f (x)dx

∣∣∣∣<CMn +

∣∣∣∣S
⇐
n ↔

∫ b

a
f (x)dx

∣∣∣∣ .

Como lı́mn⇑! Mn = 0 y lı́mn⇑! S⇐n =
∫ b

a f (x)dx, concluimos que:

lı́m
n⇑!

Sn =
∫ b

a
f (x)dx.

27. De una definición precisa de la noción de lı́mite utilizada en la definición de Riemann de integral.

Solución. Dada una función f : [a,b] ⇑ R integrable. Decimos que el número real I es el lı́mite de
∀( f ,Pℜ) cuando la norma |P| tiende a cero, si para todo ! > 0, existe ∀ > 0 tal que para toda partición
marcada Pℜ, tenemos que |P|< ∀ implica |∀( f ,Pℜ)↔ I|< !. En tal caso I =

∫ b
a f (x)dx.

28. Demuestre que si k → N entonces
∫ #
↔# cos(kx)dx =

∫ #
↔# sen(kx)dx = 0.

Solución. Considerando el cambio de variable y = kx obtenemos
∫ #

↔#
cos(kx)dx =

1
k

∫ k#

↔k#
cosydy =

1
k
(senk# ↔ sen(↔k#)) = 0.

De la misma forma
∫ #

↔#
sen(kx)dx =

1
k

∫ k#

↔k#
senydy =

1
k
(↔cosk# + cos(↔k#)) = 0.
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29. Sea f : R⇑ R una función impar y sea a > 0. Determine
∫ a
↔a f (x)dx.

Solución. Descomponemos la integral en dos términos y realizamos el cambio de variables x =↔y para
obtener
∫ a

↔a
f (x)dx =

∫ a

0
f (x)dx+

∫ 0

↔a
f (x)dx =

∫ a

0
f (x)dx+

∫ 0

a
↔ f (↔y)dy =

∫ a

0
f (x)dx↔

∫ a

0
f (y)dy = 0.

En la tercera igualdad hemos usado que la función es impar.

30. Sean f ,g : [a,b]⇑ R dos funciones integrables nonegativas tales que la función t ⇒⇑ f (t)
g(t) es integrable y

decreciente. Demuestre que la función

r ⇒⇑
∫ r

a f (t)dt
∫ r

a g(t)dt
,

es decreciente. El resultado anterior es debido a M. Gromov y puede encontrarse en [3].

Solución. Sea r ↓ R. La función r ⇒⇑
∫ r

a f (t)dt∫ r
a g(t)dt , es decreciente si y sólo si

∫ r

a
f (x)dx

∫ R

a
g(x)dx ↑

∫ R

a
f (x)dx

∫ r

a
g(x)dx

Notemos que
∫ R

a
g(x)dx =

∫ r

a
g(x)dx+

∫ R

r
g(x)dx,

∫ R

a
f (x)dx =

∫ r

a
f (x)dx+

∫ R

r
f (x)dx.

Reemplazando en la ecuación anterior obtenemos
∫ r

a
f (x)dx

∫ r

a
g(x)dx+

∫ r

a
f (x)dx

∫ R

r
g(x)dx ↑

∫ r

a
f (x)dx

∫ r

a
g(x)dx+

∫ R

r
f (x)dx

∫ r

a
g(x)dx,

que es equivalente a ∫ r

a
f (x)dx

∫ R

r
g(x)dx ↑

∫ R

r
f (x)dx

∫ r

a
g(x)dx.

Por lo tanto basta probar la última desigualdad. Considerando f/g = h, y usando que esta función es
decreciente,

∫ r

a
f dx

∫ R

r
gdx =

∫ r

a
ghdx

∫ R

r
gdx ↑ h(r)

∫ r

a
gdx

∫ R

r
gdx ↑

∫ r

a
gdx

∫ R

r
hgdx =

∫ r

a
gdx

∫ R

r
f dx.

Con lo que se prueba la afirmación.

31. Demuestre que si la función f : [a,b]⇑ R es integrable, entonces existe c → [a,b] tal que
∫ c

a
f (x)dx =

1
2

∫ b

a
f (x)dx.

Solución. La función F(x) =
∫ x

a f (t)dt es continua con F(a) = 0 y F(b) =
∫ b

a f (x)dx. Por el Teorema
del Calor Intermedio, existe c → [a,b] tal que F(c) = F(b)

2 . Es decir
∫ c

a f (x)dx = 1
2
∫ b

a f (x)dx.

32. Sea [x] la función parte entera. Demuestre que la transformación de Gauss f : [0,1]⇑ R definida por
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f (x) =

{
0 si x = 0,
1
x ↔

 1
x


caso contrario,

es tal que log | f ⇐(x)| es integrable donde está definida.

Solución. Notamos que f (x) = 1/x↔n, para todo x → (1/n+1,1/n]. Por lo tanto la función f es continua
y diferenciable en [0,1]\{ 1

n : n → N}. En este conjunto tenemos que log | f ⇐(x)|= log |↔1
x2 |=↔2log(x).

Luego basta probar que la función log(x) es integrable en [0,1]. Calculamos la integral impropia,
∫ 1

0
log(x)dx = lı́m

!⇑0

∫ 1

!
log(x)dx = lı́m

!⇑0
(! ↔1↔ ! log(!)) .

Por L’Hopital,

lı́m
!⇑0

1↔ log(!)
1/!

= lı́m
!⇑0

1/!
1/!2 = 0,

y luego el lı́mite pedido es igual a ↔1 y ası́ la función logx es integrable.

33. Sean g : [a,b]⇑R una función integrable no negativa y f : [a,b]⇑R una función integrable. Demuestre
que si

∫ b
a g(x)dx = 0, entonces

∫ b
a f (x)g(x)dx = 0.

Solución. Por el Ejercicio 7 se tiene que la función g es igual a cero en todos sus puntos de continuidad.
Además por el Ejercicio 6 este conjunto de puntos es denso en [a,b]. Por lo tanto existe un conjunto de
puntos densos en [a,b] donde la función g se anula. Ası́, como la función f es acotada, en estos puntos f g
es nula. Como tanto f como g son integrables tenemos que f g también lo es. Toda suma inferior de f g
es igual a cero, ya que es cero en un conjunto denso. Por lo tanto su integral inferior, y consecuentemente
su integral, es igual a cero.

34. Pruebe que si f ,g : [a,b] ⇑ R son tales que f es positiva e integrable, y g continua entonces existe
x0 → (a,b) tal que ∫ b

a
f (x)g(x)dx = g(x0)

∫ b

a
f (x)dx.

Este resultado es conocido como el Segundo Teorema del Valor Medio para integrales.

Solución. Como g es continua existen x1,x2 → [a,b] tales que para todo x → [a,b] se tiene que g(x1) :=
m ↓ g(x)↓ M := g(x2). Suponemos sin pérdida de generalidad que x1 ≃= x2, de otra forma la función g
es constante y por ende el resultado es válido para cualquier x0 → (a,b). Luego como f es positiva, para
todo x → [a,b] tenemos que m f (x)↓ f (x)g(x)↓ M f (x). Por lo tanto

m
∫ b

a
f (x)dx ↓

∫ b

a
f (x)g(x)dx ↓ M

∫ b

a
f (x)dx.

Luego, existe y0 → [m,M] tal que y0 ·
∫ b

a f (x)dx =
∫ b

a f (x)g(x)dx. Además como g es continua, por el
Teorema del Valor Intermedio existe x0 → [a,b] tal que g(x0) = y0. De aqui se obtiene el resultado.

35. Recordemos que si n → N y 0 ↓ k ↓ n, el coeficiente binomial se define por
(n

k
)
= n!

k!(n↔k)! . Demuestre
que (

n
k

)
=

(
(n+1)

∫ 1

0
xk(1↔ x)n↔kdx

)↔1

.

Solución. Integrando por partes tenemos que,
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∫ 1

0
xk(1↔ x)n↔kdx =

xk+1(1↔ x)n↔k

k+1

∣∣∣∣
1

0
+

n↔ k
k+1

∫ 1

0
xk+1(1↔ x)n↔k↔1 =

n↔ k
k+1

∫ 1

0
xk+1(1↔ x)n↔k↔1.

Integrando por partes nuevamente,

n↔ k
k+1

∫ 1

0
xk+1(1↔ x)n↔k↔1 =

(n↔ k)(n↔ k↔1)
(k+1)(k+2)

∫ 1

0
xk+2(1↔ x)n↔k↔2.

Iterando hasta que el exponente de x en la integral sea igual a n,
∫ 1

0
xk(1↔ x)n↔kdx = · · ·= (n↔ k) · · ·1

(k+1) · · ·(n)

∫ 1

0
xndx =

(n↔ k) · · ·1
(k+1) · · ·(n+1)

.

De aqui se obtiene el resultado.

36. Sea f : R ⇑ R una función tal que f ⇐⇐(x) ↑ 0 para todo x → R. Sea g : R ⇑ R una función continua
entonces

1
a

∫ a

0
f (g(t))dt ↑ f

(
1
a

∫ a

0
g(t)dt

)
.

Solución. Como f ⇐⇐(x) ↑ 0, entonces la función f es convexa. Por lo tanto f (ty+(1↔ t)x) ↓ t f (y)+
(1↔ t) f (x) para todo x,y →R y t → [0,1]. Además para todo {x1,x2, ...,xn}↘ [a,b] y {t1, t2, ..., tn}↘ [0,1]
tales que ∀n

k=1 tk = 1, se tiene que

f (t1x1 + t2x2 + ...+ tnxn)↓ t1 f (x1)+ t2 f (x2)+ ...+ tn f (xn).

En el caso de que f es cóncava en vez de convexa se tiene la desigualdad contraria.
Recordamos que una integral puede calcularse usando una suma de Riemann con partición aritmética.
Escribiendo la desigualdad pedida en términos de estas sumas de Riemann, tenemos que probar

1
a

lı́m
n⇑!

a
n

n

∀
k=1

f (g(xi))↑ f
(

1
a

lı́m
n⇑!

n

∀
i=1

a
n

g(xi)

)
,

o equivalentemente,

lı́m
n⇑!

1
n

n

∀
k=1

f (g(xi))↑ f
(

lı́m
n⇑!

n

∀
i=1

1
n

g(xi)

)
.

Por la convexidad de f , tenemos que 1
n ∀n

k=1 f (g(xi)) ↑ f (∀n
i=1

1
n g(xi)). Tomando el lı́mite en am-

bos lados de la desigualdad y usando la continuidad de f se tiene que lı́mn⇑!
1
n ∀n

k=1 f (g(xi)) ↑
f (lı́mn⇑! ∀n

i=1
1
n g(xi)), como queriamos probar.

37. Sea 0 < q ↓ p, demuestre que log p
q ↓ p↔q⇓pq .

Solución. Por la desigualdad de Cauchy–Schwarz con f (x) = 1
x y g(x) = 1 tenemos que,

(log p↔ logq)2 =

(∫ p

q

1
x

dx
)2

↓
∫ p

q

(
1
x

)2
dx ·

∫ p

q
1dx =

(
1
q
↔ 1

p

)
(p↔q). (4.3)

De aqui se obtiene que log p
q ↓ p↔q⇓pq como queriamos probar.

38. Determine el menor valor de ∃ → R tal que para todo x > 0 se tiene
(
1+ 1

x
)x+∃

> e.

Solución. Notamos en primer lugar que ∃ > 0 ya que (1+1/x)x crece monótonamente a e cuando x⇑!.
Si ∃ > 0 satisface la desigualdad pedida entonces, como el logaritmo es creciente,
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(x+∃) log
(

1+
1
x

)
> 1

Haciendo el cambio de variable 1/x = y obtenemos

log(1+ y)>
y

1+∃y
.

Sean A(y) = log(1+ y) y B(y) = y/(1+∃y). Notemos que A(0) = B(0) = 0. Afirmamos que ∃ = 1/2
es el valor buscado. En efecto, en este caso

1
1+ y

↑ 1
1+2∃y+∃2y2 =

1
1+ y+ y2/4

̸ A⇐(y)↑ B⇐(y) =↗
∫ t

0
A⇐(y)dy ↑

∫ t

0
B⇐(y)dy,

y por lo tanto A(t)↑ B(t). Por otra parte si ∃ < 1/2, entonces 0 < 1↔2∃
∃2 . Sea y < (1↔2∃)/∃2 luego

y(∃2y+2∃ ↔1)< 0 ̸ (y∃ +1)2 < 1+ y ̸ 1
1+ y

<
1

(∃y+1)2 .

Por lo tanto A⇐(y) < B⇐(y), de donde A(y) < B(y). Pero entonces no se cumple lo pedido para 0 < y <
(1↔2∃)/∃2.

39. Sea f : [0,1] ⇑ R una función continua. Demuestre que si para todo n → N ∪ {0} se tiene que∫ 1
0 f (x)xndx = 0 entonces f (x) = 0.

Solución. Decimos que una sucesión de funciones fn converge uniformemente a f cuando para todo
! > 0, existe N → N, tal que

n ↑ N ↗ | fn(x)↔ f (x)|< !, ∞x → [0,1].

Primero probaremos que si una sucesión de funciones integrables converge uniformemente a f , entonces
f es integrable. Por la convergencia uniforme para N lo suficientemente grande,

fN(x)↔ ! < f (x)< fN(x)+ !,

si además consideramos una partición P de [0,1],

s( fN ,P)↔ ! ↓ s( f ,P)↓ S( f ,P)↓ S( fN ,P)+ !,

y por lo tanto
S( f ,P)↔ s( f ,P)↓ S( fN ,P)↔ s( fN ,P)+ !.

Como además sabemos que fN es integrable entonces para P lo suficientemente fina S( fN ,P)↔s( fN ,P)<
! y por lo tanto

S( f ,P)↔ s( f ,P)< 2!,

de donde se obtiene que f es integrable. Además es claro que para n grande,
∣∣∣∣
∫ 1

0
fn(x)dx↔

∫ 1

0
f (x)dx

∣∣∣∣↓
∫ 1

0
| fn(x)↔ f (x)|dx < !.

Ahora, por el Teorema de Aproximación de Weierstrass, un conocido resultado que no demostraremos,
toda función continua f es el lı́mite de una sucesión de polinomios que converge uniformemente. Luego,
para {pn}, una sucesión de polinomios que converge uniformemente a f , se satisface
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0 = lı́m
n⇑!

∫ 1

0
f (x)pn(x)dx =

∫ 1

0
f 2(x)dx.

Luego por el Ejercicio 7 la función f 2 es cero, ya que f 2 es continua y no negativa. De esta manera
concluimos que f es la función constante igual a cero como querı́amos.

40. Utilizando la Fórmula de Wallis demuestre que,

lı́m
n⇑!

(n!)222n

(2n)!
⇓

n
=
⇓

#.

Solución. Usando el Ejercicio 13 y el lı́mite lı́mn⇑!
2n+1

2n = 1, obtenemos que

lı́m
n⇑!

24n(n!)4

((2n)!)2 · 1
n
= #.

Por último, como la función raı́z cuadrada es continua obtenemos el lı́mite pedido.

41. Calcule
lı́m
x⇑0

x

1↔ e
x2
2

∫ 3x

0
et2

dt.

Solución. Este es un lı́mite indeterminado de la forma 0/0. Utilizando la Regla de L’Hopital,

lı́m
x⇑0

∫ 3x
0 xet2

dt

1↔ e
x2
2

= lı́m
x⇑0

∫ 3x
0 et2

dt +3xe9x2

↔xex2/2
.

Nuevamente este es un lı́mite indeterminado de la forma 0/0. Utilizando la Regla de L’Hopital,

lı́m
x⇑0

∫ 3x
0 et2

dt +3xe9x2

↔xex2/2
= lı́m

x⇑0

3e9x2
+3(e9x2

+18x2e9x2
)

↔(ex2/2 + x2ex2/2)
=↔6.

Por lo tanto, necesariamente lı́mx⇑0
1

1↔e
x2
2

∫ 3x
0 xet2

dt =↔6.

42. Sea f : [a,b]⇑ R una función derivable con derivada integrable. Demuestre que si x,c → [a,b] entonces

f (x) = f (c)+
∫ x

c
f ⇐(t)dt.

Solución. Por el Teorema Fundamental del Cálculo tenemos que f ⇐(t) : [a,b]⇑ R es una función inte-
grable y posee por primitiva f : [a,b]⇑R, entonces

∫ b
a f ⇐(t)dt = f (b)↔ f (a). Restringiendo el dominio

a [c,x] se obtiene el resultado, es decir
∫ x

c f ⇐(t)dt = f (x)↔ f (c).

43. Sean f : [a,b]⇑R una función continua y g,h : [c,d]⇑ [a,b] funciones diferenciables. Defina la función
0 : [c,d]⇑ R por

0(x) =
∫ g(x)

h(x)
f (t)dt.

Demuestre que la función 0 es diferenciable y 0 ⇐(x) = f (g(x))g⇐(x)↔ f (h(x))h⇐(x).
Solución. Notamos que si r → (a,b) entonces

0(x) =
∫ g(x)

h(x)
f (t)dt =

∫ g(x)

r
f (t)dt ↔

∫ h(x)

r
f (t)dt.
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Luego 0 es la suma de composiciones de funciones diferenciables, y por lo tanto diferenciable. En efecto,
las funciones g y h son diferenciables por hipótesis y como f es continua su integral es diferenciable por
el Teorema Fundamental del Cálculo. Sea F(x) =

∫ x
r f (t)dt, entonces

0(x) = F ⇐(g(x)) f ⇐(x)↔F ⇐(h(x))h⇐(x) = f (g(x))g⇐(x)↔ f (h(x))h⇐(x).

44. Sea n → N con n > 2, demuestre que

∫
cosn(x)dx =

cosn↔1(x)sen(x)
n

+
n↔1

n

∫
cosn↔2 xdx.

Solución. Integrando por partes obtenemos,
∫

cosn(x)dx = cosn↔1(x)sen(x)+
∫
(n↔1)cosn↔2(x)sen2(x)dx

= cosn↔1(x)sen(x)+
∫
(n↔1)cosn↔2(x)(1↔ cos2(x))dx

= cosn↔1(x)sen(x)+
∫
(n↔1)cosn↔2(x)dx↔

∫
(n↔1)cosn(x)dx

Despejando, obtenemos finalmente
∫

cosn(x)dx =
1
n

cosn↔1(x)sen(x)+
n↔1

n

∫
cosn↔2(x)dx.

45. Para utilizar el Teorema Fundamental del Cálculo es necesario que la derivada de una función sea inte-
grable. El siguiente resultado debido a J. van de Lune [15] caracteriza las funciones con dicha propiedad.
Demuestre que si f : [a,b]⇑R es una función diferenciable entonces la derivada f ⇐ es integrable en [a,b]
si y sólo si existe una función integrable 0 : [a,b]⇑ R tal que

f (x) = f (a)+
∫ x

a
0(t)dt.

Construya un ejemplo donde 0 no satisface el Teorema de Darboux.

Solución. Si f ⇐ es integrable, basta tomar 0 = f ⇐. Entonces, por el Teorema Fundamental del Cálculo,

f (x) = f (a)+
∫ x

a
f ⇐(t)dt = f (a)+

∫ x

a
0(t)dt.

Recı́procamente, supongamos que existe 0 integrable tal que f (x) = f (a) +
∫ x

a 0(t)dt. Sea F(x) :=∫ x
a 0(t)dt. Entonces f = f (a)+F , luego f ⇐ = F ⇐. Tomemos una partición P = {a = x0 < x1 < · · · <

xr = b}. En cada intervalo I j = [x j↔1,x j], definimos m j = ı́nfI j 0 y Mj = supI j
0 . Si u,v → I j, con u ≃= v,

entonces
m j ↓

F(v)↔F(u)
v↔u

=
1

v↔u

∫ v

u
0(t)dt ↓ Mj.

Haciendo v ⇑ u, obtenemos m j ↓ F ⇐(u) = f ⇐(u)↓ Mj. Por tanto, en cada I j,

ı́nf
I j

0 ↓ ı́nf
I j

f ⇐ ↓ sup
I j

f ⇐ ↓ sup
I j

0 .

Luego S( f ⇐,P)↔s( f ⇐,P)↓ S(0 ,P)↔s(0 ,P). Como 0 es integrable, dado ! > 0, existe una partición
P tal que S(0 ,P)↔ s(0 ,P) < !. Entonces S( f ⇐,P)↔ s( f ⇐,P) < !. Por definición, f ⇐ es integrable
en [a,b].
Mostraremos ahora el ejemplo pedido. Definimos 0 : [0,1] ⇑ [0,1] tal que 0(x) = 1 si x = 0, y
0(x) = 0 si 0 < x ↓ 1. Entonces 0 es integrable de Riemann, pues sólo es discontinua en un pun-
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to. Además,
∫ x

0 0(t)dt = 0 para todo x → [0,1]. Tomemos f (x) = 0. Entonces f es diferenciable y
f (x) = f (0) +

∫ x
0 0(t)dt. Sin embargo, 0 no satisface el Teorema de Darboux. En efecto, 0(0) = 1,

y 0(1) = 0, pero 0 nunca toma el valor 1
2 . Por tanto, 0 no tiene la propiedad del valor intermedio.

46. Sea f : [a,b]⇑ R una función acotada. Sea D el conjunto de puntos de discontinuidad de f y L el con-
junto de puntos donde existe el lı́mite por la izquierda. Demuestre que D∀L es un conjunto numerable.
Este resultado es debido a Levine [12] y permite probar la equivalencia entre distintas caracterizaciones
de integrabilidad.

Solución. Definimos la oscilación de f en un punto x como

&( f ,x) = lı́m
∀⇑0+

(
sup

|x↔a|<∀
f (x)↔ ı́nf

|x↔a|<∀
f (x)

)
.

Además definimos Dn = {x : &( f ,x)> 1/n} con n →N. Por la definición de un punto de discontinuidad
tenemos que el conjunto D de los puntos de discontinuidad de f satisface que D = ∪Dn. Por lo tanto
D∀L = ∪!

n=1(Dn ∀L), y ası́, basta probar que Dn ∀L es numerable para concluir.

Supongamos que x0 → Dn ∀L. Como x0 → L, para todo n →N existe ∀ > 0 tal que | f (x)↔ f (x↔0 )|< 1/2n
∞x → (x0 ↔∀ ,x0), donde x↔0 corresponde al lı́mite por la izquierda de f en x0. De esta forma,

| f (x)↔ f (y)|↓ | f (x)↔ f (x↔0 )|+ | f (y)↔ f (x↔0 )|<
1
n

para todo x,y → (x0 ↔∀ ,x0),

ası́ todos los elementos de (x0 ↔ ∀ ,x0) satisfacen que &( f ,x) ↓ 1/n o sea, no pertenecen a Dn. De esta
forma todos los puntos de Dn ∀L son el extremo derecho de un intervalo abierto que no tienen puntos
de Dn ∀ L. Como estos son intervalos abiertos disjuntos y claramente numerables, el conjunto Dn ∀ L
también lo es.

47. Demuestre que ∫ 1

0

(
lı́m
n⇑!

nxe↔nx2
)

dx ≃= lı́m
n⇑!

∫ 1

0
nxe↔nx2

dx.

Solución. Para h(x) =↔ 1
2 e↔nx2 , calculamos h⇐(x) = nxe↔nx2 . Por Teorema Fundamental del Cálculo,

lı́m
n⇑!

∫ 1

0
nxe↔nx2

dx = lı́m
n⇑!

1
2

(
1↔ 1

en

)
=

1
2
.

Por otra parte, como lı́mn⇑! nxe↔nx2
= 0, obtenemos que

∫ 1
0 lı́mn⇑! nxe↔nx2

dx = 0.

48. Sea f : [0,1]⇑ R una función diferenciable con derivada continua. Calcule

lı́m
n⇑!

(
n

∀
k=1

f
(

k
n

)
↔n

∫ 1

0
f (x)dx

)
.

Solución. Comenzaremos reescribiendo la expresión del lı́mite mediante integración por partes. Notemos
que para cada subintervalo [k/n,(k+1)/n] se cumple que

∫ (k+1)/n

k/n

(
x↔ k

n

)
f ⇐(x)dx =

[(
x↔ k

n

)
f (x)

](k+1)/n

k/n
↔

∫ (k+1)/n

k/n
f (x)dx.

Evaluando los lı́mites de integración, obtenemos
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∫ (k+1)/n

k/n

(
x↔ k

n

)
f ⇐(x)dx =

1
n

f
(

k+1
n

)
↔

∫ (k+1)/n

k/n
f (x)dx.

Sumando desde k = 0 hasta n ↔ 1, reconstruimos la suma de Riemann y la integral de la expresión
original:

n↔1

∀
k=0

∫ (k+1)/n

k/n

(
x↔ k

n

)
f ⇐(x)dx =

n↔1

∀
k=0

1
n

f
(

k+1
n

)
↔

∫ 1

0
f (x)dx.

Definamos entonces

An =
n↔1

∀
k=0

∫ (k+1)/n

k/n

(
x↔ k

n

)
f ⇐(x)dx.

El problema se reduce a calcular lı́mn⇑! nAn.

En lo que sigue, asumiremos primero que la función f es de clase C2 en [0,1] y luego usaremos un
argumento de densidad para extender el resultado a funciones C1.

Para f → C2, integramos nuevamente por partes cada término de An, eligiendo u = f ⇐(x) y dv = (x↔
k/n)dx:

An =
n↔1

∀
k=0




[

1
2

(
x↔ k

n

)2
f ⇐(x)

](k+1)/n

k/n

↔ 1
2

∫ (k+1)/n

k/n

(
x↔ k

n

)2
f ⇐⇐(x)dx



 .

Evaluando, nos queda

An =
1

2n2

n↔1

∀
k=0

f ⇐
(

k+1
n

)
↔ 1

2

n↔1

∀
k=0

∫ (k+1)/n

k/n

(
x↔ k

n

)2
f ⇐⇐(x)dx.

Multiplicando por n, obtenemos la expresión para nAn:

nAn =
1
2

n↔1

∀
k=0

1
n

f ⇐
(

k+1
n

)
↔ n

2

n↔1

∀
k=0

∫ (k+1)/n

k/n

(
x↔ k

n

)2
f ⇐⇐(x)dx.

El primer término es exactamente 1
2 multiplicado por una suma de Riemann para la función continua f ⇐,

por lo que

lı́m
n⇑!

1
2

n↔1

∀
k=0

1
n

f ⇐
(

k+1
n

)
=

1
2

∫ 1

0
f ⇐(x)dx =

f (1)↔ f (0)
2

.

Para el segundo término, sea M = máxx→[0,1] | f ⇐⇐(x)|. Acotamos la integral:
∣∣∣∣∣
n
2

n↔1

∀
k=0

∫ (k+1)/n

k/n

(
x↔ k

n

)2
f ⇐⇐(x)dx

∣∣∣∣∣↓
nM
2

n↔1

∀
k=0

∫ (k+1)/n

k/n

(
x↔ k

n

)2
dx =

nM
2

n↔1

∀
k=0

1
3n3 =

M
6n

.

Como M
6n ⇑ 0 cuando n⇑!, concluimos que para toda función f →C2([0,1]) se tiene que lı́mn⇑! nAn =

f (1)↔ f (0)
2 .

Finalmente, extendemos el resultado a funciones C1([0,1]). Notemos que Tn( f ) = nAn define una suce-
sión de funcionales lineales sobre el espacio de Banach C1([0,1]). Además, si f → C1([0,1]), podemos
acotar:

|Tn( f )|↓ n
n↔1

∀
k=0

∫ (k+1)/n

k/n

(
x↔ k

n

)
| f ⇐(x)|dx ↓ nℑ f ⇐ℑ!

n↔1

∀
k=0

1
2n2 =

ℑ f ⇐ℑ!
2

↓ ℑ fℑC1

2
.
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Esto prueba que los funcionales Tn están uniformemente acotados (su norma operadora está acotada por
1/2). Como el espacio C2([0,1]) es denso en C1([0,1]) respecto a la norma ℑ · ℑC1 , y la sucesión de
operadores lineales uniformemente acotados Tn converge puntualmente en este subespacio denso hacia
el funcional L( f ) = f (1)↔ f (0)

2 , un teorema clásico de análisis funcional asegura que la sucesión Tn debe
converger para toda f →C1([0,1]) al mismo lı́mite.
Por lo tanto, lı́mn⇑! nAn =

f (1)↔ f (0)
2 para toda función diferenciable con derivada continua.

49. Sea f : [0,1]⇑ R una función acotada tal que la función f 2(x) := f (x) f (x) es integrable. Determine si
es que podemos concluir que la función f es integrable.

Solución. Consideremos el siguiente contraejemplo. Sea f definida por

f (x) =
{

1 if x → Q ∀ [0,1],
↔1 if x → Qc ∀ [0,1].

Para toda partición P , tenemos que S( f ,P) = 1 y s( f ,P) =↔1, luego f no es integrable. Sin embargo
f 2(x) = 1 para todo x → [0,1] la cual claramente es integrable.

50. Sea f : [0,1]⇑R una función dos veces diferenciable tal que su segunda derivada sea continua. Calcule

lı́m
n⇑!

(
n2

∫ 1

0
f (x)dx↔n

n

∀
k=1

f
(

2k↔1
2n

))
.

Solución. Para agrupar la integral y la suma de manera adecuada, definimos los intervalos Ik = [k/n,(2k+
1)/2n] y Jk = [(2k↔1)/2n,k/n]. Notamos que los puntos medios donde se evalúa la suma corresponden
a las fronteras de estos intervalos: mk =

2k↔1
2n .

Consideremos la partición de [0,1] dada por:

[0,1] = I0 ∪ J1 ∪ I1 ∪ J2 ∪ · · ·∪ Jn↔1 ∪ In↔1 ∪ Jn.

Integrando por partes en cada tipo de intervalo, obtenemos:
∫

Ik

(
x↔ k

n

)
f ⇐(x)dx =

1
2n

f
(

2k+1
2n

)
↔

∫

Ik
f (x)dx,

∫

Jk

(
x↔ k

n

)
f ⇐(x)dx =

1
2n

f
(

2k↔1
2n

)
↔

∫

Jk

f (x)dx.

Al sumar sobre toda la partición, los términos evaluados se agrupan exactamente para formar la suma de
Riemann en los puntos medios, resultando en:

↔
(∫ 1

0
f (x)dx↔ 1

n

n

∀
k=1

f
(

2k↔1
2n

))
.

Definimos la unión Tk = Jk ∪ Ik = [(2k ↔ 1)/2n,(2k + 1)/2n]. La partición se reescribe como [0,1] =
I0 ∪T1 ∪T2 ∪ · · ·∪Tn↔1 ∪ Jn. Volvemos a integrar por partes en Tk:

∫

Tk

(
x↔ k

n

)
f ⇐(x)dx =

1
8n2

[
f ⇐
(

2k+1
2n

)
↔ f ⇐

(
2k↔1

2n

)]
↔ 1

2

∫

Tk

(
x↔ k

n

)2
f ⇐⇐(x)dx.

Para los intervalos en los extremos:
∫

I0
x f ⇐(x)dx =

1
8n2 f ⇐

(
1

2n

)
↔ 1

2

∫

I0
x2 f ⇐⇐(x)dx,
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∫

Jn
(x↔1) f ⇐(x)dx =↔ 1

8n2 f ⇐
(

2n↔1
2n

)
↔ 1

2

∫

Jn
(x↔1)2 f ⇐⇐(x)dx.

Al sumar todas estas expresiones, los términos de frontera que involucran a f ⇐ forman una suma te-
lescópica que se anula perfectamente. Nos queda que la diferencia original es exactamente ↔An, por lo
que el lı́mite buscado (considerando el signo y el factor n2) se reduce a calcular lı́mn⇑!(n2An), donde:

An =
1
2

∫

I0
x2 f ⇐⇐(x)dx+

1
2

∫

Jn
(x↔1)2 f ⇐⇐(x)dx+

n↔1

∀
k=1

1
2

∫

Tk

(
x↔ k

n

)2
f ⇐⇐(x)dx.

Asumiremos temporalmente que la función f es de clase C3. Integrando por partes una tercera vez:

1
2

∫

Tk

(
x↔ k

n

)2
f ⇐⇐(x)dx =

1
48n3

[
f ⇐⇐
(

2k+1
2n

)
+ f ⇐⇐

(
2k↔1

2n

)]
↔ 1

6

∫

Tk

(
x↔ k

n

)3
f ⇐⇐⇐(x)dx.

Haciendo lo análogo para I0 y Jn y sumando, los términos en los bordes interiores se suman, reconstru-
yendo una suma de Riemann para f ⇐⇐:

An =
1

24n3

n

∀
k=1

f ⇐⇐
(

2k↔1
2n

)
↔S(n),

donde S(n) agrupa las integrales con f ⇐⇐⇐(x). Dado que f → C3, | f ⇐⇐⇐| está acotada por una constante M.
Calculamos la cota:

|S(n)|↓ M
6

(∫

I0
x3dx+

∫

Jn
|x↔1|3dx+

n↔1

∀
k=1

∫

Tk

∣∣∣∣x↔
k
n

∣∣∣∣
3

dx

)
=

M
6
·n · 2

4(2n)4 =
M

192n3 .

Al multiplicar por n2, el término de error n2S(n) está acotado por O(1/n) y tiende a cero. El lı́mite se
reduce entonces a:

lı́m
n⇑!

n2An = lı́m
n⇑!

1
24n

n

∀
k=1

f ⇐⇐
(

2k↔1
2n

)
=

1
24

∫ 1

0
f ⇐⇐(x)dx =

f ⇐(1)↔ f ⇐(0)
24

.

Finalmente, extendemos este resultado a funciones de clase C2 mediante un argumento de densidad en
espacios de Banach. Definimos los funcionales lineales Ln( f ) = n2An sobre C2([0,1]). Para cualquier
f →C2([0,1]), acotamos directamente usando la definición original de An:

|Ln( f )|= n2|An|↓
n2ℑ f ⇐⇐ℑ!

2

(∫

I0
x2dx+

∫

Jn
(x↔1)2dx+

n↔1

∀
k=1

∫

Tk

(
x↔ k

n

)2
dx

)
.

Evaluando las integrales, la suma de los volúmenes de los dominios cuadráticos es exactamente 1
12n2 .

Por lo tanto:

|Ln( f )|↓ n2ℑ f ⇐⇐ℑ!
2

(
1

12n2

)
=

ℑ f ⇐⇐ℑ!
24

↓ ℑ fℑC2

24
.

Esto demuestra que la sucesión de operadores funcionales Ln está uniformemente acotada. Como
C3([0,1]) es un subespacio denso en C2([0,1]) y Ln converge puntualmente en dicho subespacio ha-
cia el funcional continuo L( f ) = f ⇐(1)↔ f ⇐(0)

24 , se concluye que Ln( f ) debe converger a este mismo lı́mite
para toda función f →C2([0,1]).

51. Demuestre que ∫ #

0
xesenxdx =

#
2

∫ #

0
esenxdx.
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Solución. En general, consideramos f tal que x f (senx) sea integrable. Haciendo el cambio u = # ↔ x,
du
dx =↔1, obtenemos

∫ #

0
x f (senx)dx = ↔

∫ 0

#
(# ↔u) f (sen(# ↔u))du =

∫ #

0
# f (senu)du↔

∫ #

0
u f (senu)du

Luego,
∫ #

0 x f (senx)dx = #
2
∫ #

0 f (senu)du. El ejercicio se obtiene aplicando lo anterior a f (x) = ex.

52. Sea f (x) = |x| y F(x) =
∫ x
↔1 f (t)dt. Determine una fórmula para F y si es que se tiene que F ⇐ = f .

Solución. Para x < 0 se tiene F(x) =
∫ x
↔1↔tdt = 1

2 ↔
x2

2 . Por otra parte si x ↑ 0,

F(x) =
∫ 0

↔1
f (t)dt +

∫ x

0
f (t)dt =

1
2
+

∫ x

0
tdt =

1
2
+

x2

2
.

Además observamos que para x positivo, F ⇐(x) = x, y para x negativo, F ⇐(x) =↔x. Por último para x = 0
se tiene que F ⇐(x) = 0 ya que

F ⇐
+(0) = lı́m

h⇑0+

F(h)↔F(0)
h

= lı́m
h⇑0+

h
2
= 0,

y similarmente se obtiene que F ⇐
↔(0)= 0. Ası́, se tiene F ⇐(0)= 0 y de esta manera se concluye que F ⇐ = f .

53. Sea f : [a,b]⇑ R. La variación total de f se define por V ( f ) := sup{∀n
k=1 | f (xk)↔ f (xk↔1)|} donde el

supremo se toma sobre el conjunto de todas las particiones finitas a = x0 < x1 < · · ·< xn = b de [a,b].

a) Si f posee derivada continua utilice en Teorema Fundamental del Cálculo para probar que V ( f ) ↓∫ b
a | f ⇐(x)|dx.

b) Utilice el Teorema del Valor Medio para probar la otra desigualdad y concluir que V ( f )=
∫ b

a | f ⇐(x)|dx.

Solución.

a) Por el Teorema Fundamental del Cálculo, tenemos que para toda partición P = {xk}n
k=0 de [a,b],

n

∀
k=1

| f (xk)↔ f (xk↔1)|=
n

∀
k=1

∣∣∣∣
∫ xk

xk↔1
f ⇐(x)dx

∣∣∣∣↓
n

∀
k=1

∫ xk

xk↔1
| f ⇐(x)|dx =

∫ b

a
| f ⇐(x)|dx.

Tomando supremo sobre todas las particiones, se tiene V ( f )↓
∫ b

a | f ⇐(x)|dx.

b) Como f ⇐ es continua, entonces | f ⇐| también lo es, por lo tanto es integrable. Sea P = {xk}n
k=0 una

partición de [a,b]. Por el Teorema del Valor Medio, para cada 1 ↓ k ↓ n, existe xℜk → (xk↔1,xk) tal que

n

∀
k=1

| f ⇐(xℜk)|(xk ↔ xk↔1) =
n

∀
k=1

| f (xk)↔ f (xk↔1)|↓V ( f ).

Ahora, haciendo |P|⇑ 0 se obtiene que
∫ b

a | f ⇐(x)|dx ↓V ( f ).

54. Sea
Pn(x) :=

1
2nn!

dn

dxn

((
x2 ↔1

)n
)
.

a) Demuestre que si n ≃= m entonces
∫ 1
↔1 Pn(x)Pm(x)dx = 0.

b) Demuestre que
∫ 1
↔1 Pn(x)2dx = 2

2n+1 .

c) Demuestre que si m < n entonces
∫ 1
↔1 xmPn(x)dx = 0.
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Solución.

a) Sin pérdida de generalidad asumamos n > m. Integrando por partes
∫ 1

↔1
Pn(x)Pm(x)dx =

dn↔1

dxn↔1

((
x2 ↔1

)n↔1
) dm

dxm

((
x2 ↔1

)m
)∣∣∣∣

1

↔1
↔

∫ 1

↔1

dn↔1

dxn↔1

((
x2 ↔1

)n
) dm+1

dxm+1

((
x2 ↔1

)n
)

dx.

Pero como dn↔1

dxn↔1

((
x2 ↔1

)n↔1
)

, tiene factores (x2↔1) en todos sus términos, entonces esta expresión
se anula en ↔1 y 1. De esta forma integrando por partes m+1 veces,

∫ 1

↔1
Pn(x)Pm(x)dx = (↔1)m+1

∫ 1

↔1

dn↔(m+1)

dxn↔(m+1)

((
x2 ↔1

)n
) dm+(m+1)

dxm+(m+1)

((
x2 ↔1

)n
)

dx = 0.

Donde esta expresión es cero porque derivamos 2m+1 veces un polinomio de grado 2m.

b) Integrando de la misma forma n veces obtenemos
∫ 1

↔1
Pn(x)2dx =

(↔1)n(2n)!
(2n ·n!)2

∫ 1

↔1
(x2 ↔1)ndx.

Realizando el cambio de variable x = cosu,
∫ 1

↔1
(x2 ↔1)ndx = (↔1)n

∫ #

0
sen2n+1 udu.

Y como al integrar por partes,

∫ #

0
senk xdx=↔senk↔1 xcosx

∣∣∣∣
#

0
+(k↔1)

∫ #

0
cos2 xsenk↔2 xdx=(k↔1)

(∫ #

0
senk↔2 xdx↔

∫ #

0
senk xdx

)
.

Entonces como k
k↔1

∫ #
0 senk xdx =

∫ #
0 senk↔2 xdx,

∫ 1

↔1
Pn(x)2dx =

(↔1)n(2n)!
(2n ·n!)2 (↔1)n

∫ #

0
sen2n+1 udu =

(2n)!
(2n ·n!)2 · (2

n ·n!)2

(2n+1)!
=

2
2n+1

.

c) Integrando por partes,

∫ 1

↔1
xm dn

dxn

((
x2 ↔1

)n
)

dx = xm dn↔1

dxn↔1

((
x2 ↔1

)n
)∣∣∣∣

1

↔1
↔

∫ 1

↔1
mxm↔1 dn↔1

dxn↔1

((
x2 ↔1

)n
)
.

Pero como dn↔1

dxn↔1 ((x2 ↔1)n↔1), tiene factores (x2 ↔1) en todos sus términos, entonces esta expresión
se anula en ↔1 y 1. Por ende, integrando por partes m veces,

∫ 1

↔1
xm dn

dxn

((
x2 ↔1

)n
)

dx = (↔1)mm!
∫ 1

↔1

dn↔m

dxn↔m

((
x2 ↔1

)n
)
= 0

55. Demuestre que para todo a > 0 se tiene que lı́mn⇑! n( n
⇓

a↔1) = loga.

Solución. Primero calculamos lı́mt⇑0
at↔1

t . Este lı́mite corresponde a la derivada de f (x) = ax en x = 0.
Luego,

lı́m
t⇑0

at ↔1
t

= lı́m
t⇑0

f (t)↔ f (0)
t ↔0

= f ⇐(0) = loga.
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Por lo tanto el lı́mite pedido se puede calcular como

lı́m
n⇑!

n( n⇓a↔1) = lı́m
n⇑!

a1/n ↔1
1/n

= lı́m
t⇑0

at ↔1
t

= loga.

56. Calcule los siguientes lı́mites

a)

lı́m
n⇑!

∫ 1

0

xn

1+ x
dx.

b)

lı́m
n⇑!

∫ 1

0
nx(1↔ x2)ndx.

c)

lı́m
n⇑!

∫ 2

0

sen(nx)
x

dx.

Solución. Primero resolvemos a). Como 1 ↓ 1+ x para 0 ↓ x ↓ 1 y además la función integrada es
positiva,

0 ↓
∫ 1

0

xn

1+ x
dx ↓

∫ 1

0
xndx =

1
n+1

.

Luego, por el Teorema del Sandwich, lı́mn⇑!
∫ 1

0
xn

1+x dx = 0.
Ahora resolvemos b). Derivando F(x) = ↔(1↔ x2)n+1/2(n+ 1), obtenemos F ⇐(x) = x(1↔ x2)n. Por el
Teorema Fundamental del Cálculo,

n
∫ 1

0
x(1↔ x2)ndx =

n
2(n+1)

.

Tomando el lı́mite a esta última expresión tenemos que el resultado es 1/2.
Finalmente resolvemos c). Haciendo el cambio de variable y = nx y ocupando el Ejemplo 4.82 de la
integral de Dirichlet,

lı́m
n⇑!

∫ 2

0

sen(nx)
x

dx = lı́m
n⇑!

∫ 2n

0

seny
y

dy =
#
2
.

57. Sea f : R⇑ R una función continua y F(x) :=
∫ x3

0 f (y)dy. Demuestre que F ⇐(x) = 3x2 f (x3).

Solución. Basta notar que F(x) = (g ¬h)(x) donde g(x) =
∫ x

0 f (y)dy y h(x) = x3. Luego por la regla de
la cadena F ⇐(x) = g⇐(h(x))h⇐(x) = 3x2 f (x3).

58. (La integral de Riemann–Stieljes.) Sea f : [a,b] ⇑ R una función continua y sea h : [a,b] ⇑ R una
función creciente. Dada una partición P := {a = t0, t1, . . . , tn = b} definimos la Suma superior RS por

Srs(P, f ) :=
n

∀
i=1

Mi(h(ti)↔h(ti↔1)),

donde Mi := sup{ f (x) : x → [ti↔1, ti]}. Análogamente definimos la Suma inferior RS por

srs(P, f ) :=
n

∀
i=1

mi(h(ti)↔h(ti↔1)),

donde mi := ı́nf{ f (x) : x → [ti↔1, ti]}.
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a) Demuestre que si P,R son dos particiones de [a,b] entonces srs(R, f )↓ Srs(P, f ).

La integral inferior RS de f se define por
∫

a

b
f (x)dh(x) := sup{srs( f ,P) : P partición de [a,b]} ,

y la integral superior RS de f por

∫ b

a
f (x)dh(x) := ı́nf{Srs( f ,P) : P partición de [a,b]} .

Diremos que la función f es integrable en le sentido de Riemann-Stieljes si

∫

a

b
f (x)dh(x) =

∫ b

a
f (x)dh(x) :=

∫ b

a
f (x)dh(x).

b) Demuestre que si f : [a,b] ⇑ R es una función continua entonces f es integrable en el sentido de
Riemann-Stieljes.

c) Demuestre que si h1,h2 : [a,b]⇑R son funciones crecientes y f : [a,b]⇑R es una función continua
entonces ∫ b

a
f (x)d(h1 +h2)(x) =

∫ b

a
f (x)dh1(x)+

∫ b

a
f (x)dh2(x).

d) Suponga que la función creciente h : [a,b]⇑ R es derivable y su derivada es una función continua.
Demuestre que si f : [a,b]⇑ R es una función continua entonces,

∫ b

a
f (x)dh(x) =

∫ b

a
f (x)h⇐(x)dx.

Solución. Primero probaremos a). De la definición es claro que para toda partición P se tiene que

srs(P, f )↓ Srs(P, f ),

ya que Mi ↑ mi. Por otra parte si Q es una partición más fina que P entonces srs(P, f ) ↓ srs(Q, f )
y Srs(Q, f ) ↓ Srs(P, f ). Sea P = {t0, t1, . . . , tn} un partición de [a,b]. Como P ↘ Q tenemos que la
partición Q posee al menos un punto más que P . Es decir, existe r → [a,b] con ti↔1 < r < ti, tal que
r → Q. Supongamos en primer lugar que Q = {t0, t1, . . . , ti,r, ti+1 . . . , tn}. Sean

mi := ı́nf{ f (x) : x → [ti↔1, ti]}, m⇐
i := ı́nf{ f (x) : x → [ti↔1,r]}}, m⇐⇐

i := ı́nf{ f (x) : x → [r, ti]}.

Notemos que mi ↓ m⇐
i y mi ↓ m⇐⇐

i . Como h(ti)↔h(ti↔1) = (h(ti)↔h(r))+(h(r)↔h(ti↔1)), tenemos que

srs( f ,Q)↔ srs( f ,P) = m⇐⇐(h(ti)↔h(r))+m⇐(h(r)↔h(ti↔1))↔mi(h(ti)↔h(ti↔1))

= (m⇐⇐ ↔mi)(h(ti)↔h(r))+(m⇐ ↔mi)(h(r)↔h(ti↔1))↑ 0.

Luego srs( f ,P)↓ srs( f ,Q). El caso general claramente se deduce de la observación anterior. En efecto,
si la partición Q contiene m puntos más que la partición P , basta repetir m veces el argumento anterior,
agreándole a P cada vez un nuevo punto. La desigualdad Srs( f ,Q) ↓ Srs( f ,P) se deduce de manera
análoga.
Luego si consideramos la partición P ∪R tenemos que

srs(R, f )↓ srs(P ∪R, f )↓ Srs(P ∪R, f )↓ Srs(P, f ).
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Ahora probaremos b). Sea ! > 0, como la función es uniformente continua existe ∀ > 0 tal que si
x,y → [a,b] con |x↔ y|< ∀ , entonces

| f (x)↔ f (y)|< !
h(b)↔h(a)

.

Sea P una partición de [a,b] cuyos intervalos tengan largo menor que ∀ . Entonces si f (xi) = mi, f (yi) =
Mi tenemos que

wi = f (yi)↔ f (xi)<
!

h(b)↔h(a)
.

Luego,
n

∀
i=1

wi(ti ↔ ti↔1)<
!

h(b)↔h(a)

n

∀
i=1

(h(ti)↔h(ti↔1)) = !.

De donde obtenemos que la función f es integrable.

Ahora probaremos c). Denotamos srs( f ,Ph1+h2) a la suma inferior para la función creciente h correspon-
diente. Basta ver que como

n

∀
i=1

mi((h1 +h2)(ti)↔ (h1 +h2)(ti↔1)) =
n

∀
i=1

mi(h1(ti)↔h1(ti↔1))+
n

∀
i=1

mi(h2(ti)↔h2(ti↔1)),

entonces srs( f ,Ph1+h2) = srs( f ,Ph1)+ srs( f ,Ph2) y luego,

∫

a

b
f (x)d(h1 +h2)(x) =

∫

a

b
f (x)dh1(x)+

∫

a

b
f (x)dh2(x).

Como f es continua, debido a b), se concluye que
∫ b

a
f (x)d(h1 +h2)(x) =

∫ b

a
f (x)dh1(x)+

∫ b

a
f (x)dh2(x).

Finalmente probaremos d). Dada una partición P := {a = t0, t1, . . . , tn = b} tenemos que por el Teorema
del Valor Medio existe ci → [ti↔1, ti] tal que

h⇐(ci)(ti ↔ ti↔1) = h(ti)↔h(ti↔1).

Por lo tanto la

srs(P, f )↓
n

∀
i=1

f (ci)(h(ti)↔h(ti↔1)) =
n

∀
i=1

f (ci)h⇐(ci)(ti ↔ ti↔1)↓ Srs(P, f ).

De la definición de integral de Riemann utilizando particiones marcadas tenemos el resultado.

59. Sea f : [a,b]⇑ R una función continua. Demuestre que

lı́m
n⇑!

∫ b

a
f (x)cos(nx)dx = 0.

Utilice lo anterior, además del resultado análogo para lı́mn⇑!
∫ b

a f (x)sen(nx)dx, para calcular

lı́m
n⇑!

∫ b

a
f (x)sen2(nx)dx.
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Solución. La demostración de que lı́mn⇑!
∫ b

a f (x)cos(nx)dx = 0, es análoga a la dada en el libro para
seno. Para calcular el segundo lı́mite ocupamos la fórmula de cos(2x) para obtener lo siguiente

∫ b

a
f (x)sen2(nx)dx =

∫ b

a
f (x)

(
1↔ cos(2nx)

2

)
dx =

1
2

∫ b

a
f (x)dx↔

∫ b

a
f (x)cos(2nx)dx.

Luego, como lı́mn⇑!
∫ b

a f (x)cos(nx)dx = 0, entonces lı́mn⇑!
∫ b

a f (x)cos(2nx)dx = 0, por lo tanto

lı́m
n⇑!

∫ b

a
f (x)sen(nx)dx =

1
2

∫ b

a
f (x)dx.

60. Sea
f (x) :=

∫ x+1

x
sen(t2)dt.

a) Pruebe que si x > 0 entonces | f (x)|< 1/x.
b) Pruebe que

2x f (x) = cos(x2)↔ cos
(
(x+1)2)+ r(x),

donde |r(x)|< c/x y c es una constante.

Solución. a) Si t > 0, entonces d
dt cos(t2) = ↔2t sen(t2), por lo que sen(t2) = ↔ 1

2t
d
dt cos(t2). Ası́, inte-

grando por partes,

f (x) =
∫ x+1

x
sen(t2)dt =↔

∫ x+1

x

1
2t

d
dt

cos(t2)dt =
[
↔cos(t2)

2t

]x+1

x
↔

∫ x+1

x

cos(t2)

2t2 dt.

Por lo tanto,

f (x) =
cos(x2)

2x
↔ cos((x+1)2)

2(x+1)
↔

∫ x+1

x

cos(t2)

2t2 dt.

Tomando valor absoluto, | f (x)| ↓ 1
2x +

1
2(x+1) +

∫ x+1
x

|cos(t2)|
2t2 dt. Como |cos(t2)| ↓ 1, y además no es

idénticamente igual a 1 en ningún intervalo,
∫ x+1

x
|cos(t2)|

2t2 dt <
∫ x+1

x
1

2t2 dt. Luego

| f (x)|< 1
2x

+
1

2(x+1)
+

∫ x+1

x

1
2t2 dt =

1
2x

+
1

2(x+1)
+

1
2x

↔ 1
2(x+1)

=
1
x
.

Por lo tanto, | f (x)|< 1
x para todo x > 0.

b) Ocupando la expresión anterior para f (x) y multiplicando por 2x,

2x f (x) = cos(x2)↔ x
x+1

cos((x+1)2)↔ x
∫ x+1

x

cos(t2)

t2 dt.

Ahora escribimos ↔ x
x+1 cos((x + 1)2) = ↔cos((x + 1)2) + 1

x+1 cos((x + 1)2). Por lo tanto, 2x f (x) =
cos(x2)↔ cos((x+1)2)+ r(x), donde

r(x) =
cos((x+1)2)

x+1
↔ x

∫ x+1

x

cos(t2)

t2 dt.

Ahora estimamos r(x). Como |cos(t2)|↓ 1,

|r(x)|↓ 1
x+1

+ x
∫ x+1

x

1
t2 dt =

2
x+1

<
2
x
.
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Luego, tomando c = 2, se obtiene |r(x)|< c
x .

61. Demuestre que al función T : R⇑ R definida por

T (x) :=
∫ #

0

sen(xt)
t

dt,

es continua.
Solución. Primero observamos que por el Teorema del Valor Medio |sen(xt)↔ sen(yt)| ↓ |xt ↔ yt| para
todo x,y, t. Luego, podemos acotar

|T (x)↔T (y)|=
∣∣∣∣
∫ #

0

sen(xt)↔ sen(yt)
t

dt
∣∣∣∣↓

∫ #

0

|sen(xt)↔ sen(yt)|
t

dt ↓
∫ #

0

|xt ↔ yt|
t

dt = #|x↔ y|.

Por lo tanto la función T es Lipschitz, y en particular continua.

62. Sea f : [a,b]⇑R una función con derivada continua tal que f (a) = f (b) = 0 y
∫ b

a f 2(x)dx = 1. Demues-
tre que

∫ b
a x f (x) f ⇐(x)dx =↔ 1

2 .

Solución. Integrando por partes obtenemos lo siguiente,
∫ b

a
x f (x) f ⇐(x)dx =

1
2
(b f 2(b)↔a f 2(a)↔ 1

2

∫ b

a
f 2(x)dx =↔1

2

63. Demuestre que

lı́m
n⇑!

(
nn+1 +(n+1)n

nn+1

)n

= ee.

Solución. Primero, recordamos que lı́mn⇑!(1+1/n)n = e. Luego existe n0 →N tal que para todo n > n0,

e↔ ! < (1+1/n)n < e+ !.

Como f (x) = (1+ x/n)n cumple que f ⇐(x) = (1+ x/n)n↔1 > 0 para todo x > 0, entonces tenemos que
(

1+
e↔ !

n

)n

<

(
1+

(1+1/n)n

n

)n

<

(
1+

e+ !
n

)n

,

para todo n > n0. Por último tomando el lı́mite para ! ⇑ 0 se concluye por el Teorema del Sandwich que

lı́m
n⇑!

(
nn+1 +(n+1)n

nn+1

)n

= ee.

64. Sean p,q →N tales que 1
p +

1
q = 1. Demuestre que si f ,g : [a,b]⇑R son funciones integrables entonces

∣∣∣∣
∫ b

a
f (x)g(x)dx

∣∣∣∣↓
(∫ b

a
| f (x)|pdx

)1/p(∫ b

a
|g(x)|qdx

)1/q

.

Solución. Primero recordamos la Desigualdad de Young. Sean p,q> 1 y a,b> 0 tales que 1/p+1/q= 1,
entonces

ab ↓ ap

p
+

bq

q
.

En efecto, como log es una función cóncava, sea t = 1/p y 1↔ t = 1/q entonces
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log(ab) = t log(ap)+(1↔ t) log(bq)↓ log(tap +(1↔ t)bq) = log
(

ap

p
+

bq

q

)
.

Usando la función exponencial se obtiene la desiguadad. Ahora procedemos a probar la Desigualdad de
Hölder. Sean x1, . . . ,xn,y1, . . . ,yn → R y p,q > 1 tales que 1/p+1/q = 1, entonces

n

∀
k=1

|xkyk|↓
( n

∀
k=1

|xk|p
)1/p( n

∀
k=1

|yk|q
)1/q

.

Procedemos a usar la notación ||x||p := (∀n
k=1 |xk|p)1/p. Por la desigualdad de Young,

|∀n
k=1 xkyk|

||x||p||y||q
↓

n

∀
k=1

|xk|
||x||p

|yk|
||y||q

↓ 1
p

n

∀
k=1

|xk|p

||x||pp
+

1
q

n

∀
k=1

|xy|q

||y||qq
↓ 1

p
+

1
q
= 1.

Por lo tanto |∀n
k=1 xkyk|↓ ||x||p||y||q.

Procedemos a probar la desigualdad pedida. Consideramos la partición Pn, dada por x0 < .. . < xn que
divide a [a,b] en n intervalos de igual largo y con xk → [xk↔1,xk] para cada k. Por la desigualdad de
Hölder,

n

∀
k=1

( f g)(xk)↓
( n

∀
k=1

f (xk)
p
)1/p( n

∀
k=1

g(xk)
q
)1/q

.

Luego, multiplicando por b↔a/n y usando 1/p+1/q = 1, entonces

n

∀
k=1

b↔a
n

( f g)(xk)↓
( n

∀
k=1

b↔a
n

f (xk)
p
)1/p( n

∀
k=1

b↔a
n

g(xk)
q
)1/q

.

Como f , g, f g son integrables, entonces cuando n tiende a infinito obtenemos el resultado.

65. Sea f : [a,b]⇑ R una función continua y positiva, y sea M su valor máximo. Demuestre que

M = lı́m
n⇑!

n

√
∫ b

a
( f (x))ndx.

Solución. Por el Teorema del Valor Medio, existe c → (a,b) con

n

√
∫ b

a
( f (x))n = n

√
(b↔a) f (c)n = n

√
(b↔a) f (c).

Por lo tanto,

lı́msup
n⇑!

n

√
∫ b

a
( f (x))n = f (c)↓ M.

Por otra parte, si 0 < J < M, entonces existe x0 tal que f (x0) > J y, más aún, existe un intervalo I que
contiene a x0 y f (x)> J para todo x → I. Ası́,

lı́minf
n⇑!

n

√
∫ b

a
( f (x))ndx ↑ lı́minf

n⇑!
n

∫

I
( f (x))ndx ↑ lı́minf

n⇑!
n
√

l(I)Jn = J.

Como J < M es arbitrario, el lı́mite inferior del lado izquierdo es mayor o igual a M y se tiene

M ↓ lı́minf
n⇑!

n

√
∫ b

a
( f (x))ndx ↓ lı́msup

n⇑!

n

√
∫ b

a
( f (x))ndx ↓ M,
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que es el resultado deseado.

66. Demuestre que si f : [a,b]⇑ R es una función integrable entonces

∫ b

a
f (x)dx = lı́m

n⇑!

n

∀
k=1

f
(

a+(k↔∃)
b↔a

n

)
b↔a

n

donde ∃ = 0 o bien ∃ = 1/2 (dependiendo si escojemos la definición de N. Wiener o la de K. Menger).
Demuestre que si g : [0,1] ⇑ R es la función caracterı́stica de los números racionales el lı́mite existe
(aún cuando g no es Riemann integrable). Ver [19].

Solución. En el lı́mite anterior aparece una suma de Riemann, la que envı́a la norma de la partición a
cero cuando n ⇑ !. Como sabemos que f es integrable, entonces es claro que el lı́mite corresponde a
la integral pedida. Para la función caracterı́stica de los racionales en [0,1] tenemos que a = 0 y b = 1.
Además como estamos considerando a ∃ racional, entonces todos los números de la forma

(
a+(k↔∃)

b↔a
n

)
b↔a

n
,

son racionales y por ende en tales puntos la función vale siempre 0. Por esto si definieramos las funcio-
nes integrables como las que hacen que este lı́mite converge, entonces la función caracterı́stica de los
racionales en [0,1] serı́a integrable.

67. Sea n → N con n ↑ 3. Definimos
Kn =

1
3log3

+ · · ·+ 1
n logn

.

Demuestre que el siguiente lı́mite existe lı́mn⇑! (Kn ↔ log logn) .

Solución. Sea f (x) = 1
x logx una función decreciente en [3,!). Definimos An := Kn ↔

∫ n
3

dx
x logx . Como

∫ n

3

dx
x logx

= log logn↔ log log3,

basta probar que (An) converge. Para k ↑ 3, al ser f decreciente, f (k+1)↓
∫ k+1

k f (x)dx ↓ f (k). Luego

An+1 ↔An = f (n+1)↔
∫ n+1

n
f (x)dx ↓ 0,

ası́ que (An) es decreciente. Además,
∫ n

3 f (x)dx ↓ ∀n↔1
k=3 f (k), por lo tanto

An =
n

∀
k=3

f (k)↔
∫ n

3
f (x)dx ↑ f (n)> 0.

Ası́, (An) es decreciente y acotada inferiormente, luego converge. Como Kn ↔ log logn = An ↔ log log3,
también converge. Por consiguiente, el lı́mite existe.

68. El siguiente resultado puede encontrarse en [5]. Demuestre que existe una función f (x, t) definida para
t ↑ 0 tal que

∫ !
0 f (x, t)dt converge uniformemente en x ↑ 0, además

∫ !
0 | f (x, t)|dt converge en x ↑ 0,

pero la convergencia de la última integral no es uniforme.

Solución. Iniciamos probando un lema previo. Sea h una función positiva y decreciente en [0,!) y sea g
la función definida por:
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g(x) =
{

1 si 2k ↓ x < 2k+1 para k = 0,1, ...
↔1 si 2k↔1 ↓ x < 2k para k = 1,2, ...

Suponemos que [a,b]↘ [0,!). Entonces existe c → [a,b] tal que
∫ b

a
h(t)g(t)dt = h(a)

∫ c

a
g(t)dt.

Demostración del lema: Si h(a) = 0, como h es positiva y decreciente, entonces h(t) = 0 en todo [a,b] y
el resultado es trivial. Asumimos h(a)> 0. Sea

A =

∫ b
a h(t)g(t)dt

h(a)
y G(x) =

∫ x

a
g(t)dt.

Como g es integrable en todo intervalo [a,b], G es continua. Al ser G continua, alcanza su máximo y
mı́nimo; ası́, basta probar que

mı́n
x→[a,b]

G(x)↓ A ↓ máx
x→[a,b]

G(x),

para obtener lo pedido, esto debido al Teorema del Valor Intermedio aplicado a la función G. Diremos
que los intervalos de la forma [2k,2k+ 1) son pares y el resto impares. Es fácil notar que si a = b el
resultado es trivial, por ende asumiremos que a ≃= b.

Consideremos el caso cuando a está en un intervalo par. Definimos aℜ como el menor natural que es
mayor a a y d = aℜ ↔a. Por la definición de g y por ser h decreciente,

↔(1↔d)h(aℜ)<
∫ b

a
h(t)g(t)dt < dh(a).

Además, como ↔h(aℜ)↑↔h(a), entonces

(↔1+d)h(a)<
∫ b

a
h(t)g(t)dt < dh(a),

y ası́ ↔1+d < A < d. Si G alcanza los valores (d↔1) y d en el intervalo [a,b], entonces queda probado.
Ahora consideramos los casos cuando máxx→[a,b] G(x)< d o mı́nx→[a,b] G(x)>↔1+d.

Sea bℜ = aℜ+1. Si b ↑ bℜ, entonces G alcanza tanto a d ↔1 como a d en bℜ y aℜ respectivamente. Por
esto consideramos el caso cuando b → (a,bℜ). Asumimos que máxx→[a,b] G(x) = D con 0 < D < d; en
este caso b < aℜ, ya que G(aℜ) = d y para b ↑ aℜ, D = d (a la derecha de aℜ, g es negativa). Vemos que
b↔a = D y esto implica que

∫ b
a h(t)g(t)dt < Dh(a), o sea A < D.

Ahora si mı́nx→[a,b] G(x) = D con d ↔ 1 < D < 0, entonces b → (aℜ,bℜ) y si a = aℜ + d, se tiene que
b↔a =↔D. Por lo tanto

∫ b
a h(t)g(t)dt > Dh(a) y ası́ A > D.

Si se alcanza d ↔ 1, pero D < d, entonces d ↔ 1 ↓ A < D. De la misma manera, si se alcanzaba d y
D > d ↔ 1, entonces D < A ↓ d. Por último, si D < d y D > d ↔ 1, entonces D < A < D. Por lo tanto,
siempre se cumple que

mı́n
x→[a,b]

G(x)↓ A ↓ máx
x→[a,b]

G(x),

de donde concluimos. Para el caso en que a está en un intervalo impar, consideramos ↔g en vez de g y
análogamente obtenemos el mismo resultado.
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Continuación de la solución principal: Definimos la función f (x, t) = x
x2+t2 g(t). Fijado x > 0, la función

h(t) = x
x2+t2 es claramente positiva y decreciente respecto a t para t ↑ 0. Para 0 ↓ a < b, usando el lema

anterior, ∫ b

a

x
x2 + t2 g(t)dt =

x
x2 +a2

∫ c

a
g(t)dt

(Para x = 0 la integral es trivialmente 0). Por la definición de g se sabe que |
∫ c

a g(t)dt|↓ 1 y ası́
∣∣∣∣
∫ b

a

x
x2 + t2 g(t)dt

∣∣∣∣↓
x

x2 +a2 .

Como para todo x ↑ 0 se cumple que x
x2+a2 ↓ 1

2a , entonces para a suficientemente grande (independiente
de x), ∣∣∣∣

∫ b

a

x
x2 + t2 g(t)dt

∣∣∣∣↓ !

y ası́, por el Criterio de Cauchy,
∫ !

0 f (x, t)dt converge uniformemente en x ↑ 0.

Por otra parte, definimos la integral absoluta:

F(x) :=
∫ !

0

∣∣∣∣
x

x2 + t2 g(t)
∣∣∣∣dt =

∫ !

0

x
x2 + t2 dt.

Evaluando, obtenemos F(0) = 0, y para x > 0,

F(x) = lı́m
M⇑!

arctan
( t

x

)∣∣∣∣
M

0
=

#
2
.

Esto significa que el lı́mite F(x) no es continuo en x = 0. Como las funciones integrando son continuas
en x pero la función lı́mite no lo es, concluimos que la convergencia de la última integral no es uniforme.

69. Determine la convergencia de ∫ !

0
f (x)dx.

donde la función f se define para x → [n↔1,n) como f (x) = (↔1)n+1

n .

Solución. Sea k → (0,!). Existe n → N tal que n↔ 1 ↓ k ↓ n. Como la función f es constante en el
intervalo [n↔1,n), la integral Ik =

∫ k
1 f (x)dx posee un valor entre In↔1 =

∫ n↔1
1 f (x)dx y In =

∫ n
1 f (x)dx

(si n es par entonces In ↓ Ik ↓ In↔1, si n es impar entonces In↔1 ↓ Ik ↓ In). Denotemos por S la suma de
la serie

1↔ 1
2
+

1
3
↔ 1

4
+ . . .

Para todo entero positivo n tenemos que
∫ n

0
f (x)dx =

∫ 1

0
f (x)dx+

∫ 2

1
f (x)dx+ · · ·+

∫ n

n↔1
f (x)dx = 1↔ 1

2
+ . . .(↔1)n+1 1

n
.

Además, como {In}n converge, de hecho es condicionalmente convergente, entonces se puede probar
que lı́mk⇑! Ik también converge. Por lo tanto la integral pedida converge. Sin embargo

∫ N
0 | f (x)|dx =

1+ 1
2 +

1
3 + · · ·+ 1

N . Por lo tanto
∫ !

0 | f (x)|dx diverge.

70. Sea f : (0,1]⇑ R una función tal que
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f (x) = an si x →
(

1
n+1

,
1
n

]
,

donde (an)n es una sucesión real (no necesariamente acotada). Demuestre que si las siguientes sumas de
Riemann

1
n

n

∀
k=1

f (k/n),

convergen cuando n⇑! entonces la integral (impropia)
∫ 1

0 f (x)dx converge al mismo lı́mite, (ver [2, 18]
para la demostración y la relación de este resultado con el Teorema de los Números Primos).

Solución. Como una gran parte de los teoremas que dicen algo acerca de la densidad de los números
primos, esta demostración recae en una estimación para una suma que involucra la función de Möbius.
Recuerde que µ : N⇑ {↔1,0,1} es tal que µ(1) = 1, µ(n) = (↔1)r cuando n es producto de r primos
distintos, y cero en cualquier otro caso. El teorema que necesitamos es el siguiente.

Teorema de Landau:

∀
k↓N

µ(k)
k

= o
(

1
logN

)
.

En particular, de este teorema se tiene que lı́mN⇑! ∀k↓N
µ(k)

k = 0. A lo largo de la demostración también
necesitaremos usar que lı́mN⇑! ∀k↓N

µ(k) log(k)
k = ↔1; su demostración es más bien elemental (usando

fórmulas de inversión como la expuesta en el párrafo siguiente) y se deja al lector.

Sea
g(x) := f (1/x) y G(x) := ∀

k↓x
g(x/k) = ∀

k↓x
f (k/x).

Por la segunda fórmula de inversión de Möbius,

g(t) = ∀
k↓t

µ(k)G(t/k),

donde µ corresponde a la función de Möbius. Vemos que esto se cumple ya que

∀
s↓t

G(t/s)µ(s) = ∀
s↓t

∀
k↓t/s

g(t/(sk))µ(s) = ∀
h↓t

∀
s|h

g(t/h)µ(s),

donde en la última igualdad definimos h := st y observamos que la única relación entre h y s es que s|h.
Finalmente la suma queda

∀
h↓t

∀
s|h

g(t/h)µ(s) = ∀
h↓t

g(t/h)∀
s|h

µ(s) = g(t),

ya que ∀s|h µ(s) = 0 para h ≃= 1.
Considerando 0 < ! < 1,

∫ 1

!
f (x)dx =

∫ 1

!
g(1/x)dx =

∫ 1/!

1

g(t)
t2 dt =

∫ 1/!

1

1
t2 ∀

k↓t
µ(k)G(t/k)dt = ∀

k↓1/!

∫ 1/!

1

µ(k)G(t/k)
t2 dt,

donde, como el intervalo de integración está acotado por 1/! , la suma también lo está. Note que G(x) =
G([x]), ya que f (k/x) = f (k/[x]), entonces
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G(x)
x

=
1
[x] ∀

k↓[x]
f
(

k
[x]

)
[x]
x
,

y ası́

lı́m
x⇑!

G(x)
x

= lı́m
n⇑!

1
n

n

∀
k=1

f (k/n).

De esta forma, llamando L := lı́mn⇑!
1
n ∀n

k=1 f (k/n), obtenemos G(x) = Lx+ x0(x) para una función 0
tal que 0(s)⇑ 0 cuando s ⇑ !.

Manipulando la expresión previamente obtenida,
∫ 1

!
f (x)dx= ∀

k↓1/!

µ(k)
k

∫ 1/!

1

k
t

G(t/k)
1
t

dt = ∀
k↓1/!

µ(k)
k

∫ 1/!

k

k
t

G(t/k)
1
t

dt = ∀
k↓1/!

µ(k)
k

∫ 1/!

k
(L+0(t/k))

1
t

dt,

la segunda igualdad es porque G(t/k)=G([t/k]) = 0 para t < k. Definiendo S(1/!) :=∀k↓1/!
µ(k)

k
∫ 1/!

k
dt
t

nos queda la expresión:
∫ 1

!
f (x)dx = LS(1/!)+ ∀

k↓1/!

µ(k)
k

∫ 1/!

k
0(t/k)

1
t

dt.

Usando que
∫ 1/!

k
dt
t = log(1/!)↔ log(k) obtenemos

S
(

1
!

)
= ∀

k↓1/!

µ(k) log(1/!)
k

↔ ∀
k↓1/!

µ(k) log(k)
k

= o
(

1
log(1/!)

)
log(1/!)↔ ∀

k↓1/!

µ(k) log(k)
k

Por último, cuando ! ⇑ 0+ (recordar las fórmulas presentadas al comienzo de la solución)
∫ 1

0+
f (x)dx = L+ lı́m

!⇑0+
∀

k↓1/!

µ(k)
k

∫ 1/!

k
0(t/k)

1
t

dt.

Sea AN := ∀k↓N
µ(k)

k
∫ N

k 0(t/k) 1
t dt. Finalmente, observamos que AN = o(S(N)) y por tanto el lı́mite de

la derecha es cero. Se concluye que nuestra integral impropia vale L.

Por último, destacamos que tal como aparece en los artı́culos citados, este resultado puede ser usado en
la demostración del Teorema de los Números Primos. Para dar una idea de esto enunciaré un teorema
que se prueba de manera similar al argumento seguido arriba.

Teorema: Sea f una función real integrable en [∀ ,1] para todo ∀ > 0. Si se tiene que ! ∀[1/!]
k=1 f (k!) con-

verge cuando ! ⇑ 0+, entonces la integral impropia
∫ 1

0 f (t)dt converge al mismo valor.

Consideremos la función 1(x) = ∀pn↓x log(p) donde la suma corre sobre los primos p y n es un ex-
ponente natural. Se puede probar que el Teorema de los Números Primos equivale a probar el lı́mite
lı́mx⇑!

1(x)
x = 1. En el intento de probar este lı́mite podemos definir f (x) := 1(1/x)↔ 1/x y verificar

usando el criterio presentado arriba como teorema que
∫ 1

0 f (t)dt converge; esto a su vez nos dice que
1(1/x)↔1/x = o(1/x) cuando x ⇑ 0+, que es justamente lo buscado. La idea de usar la función 1 para
probar estos teoremas de distribución asintótica de los números primos viene ya de los trabajos de Hada-
mard y de La Vallée-Poussin, quienes por métodos analı́ticos (más duros que los que hicimos nosotros,
donde además asumimos el Teorema de Landau, altamente no trivial) prueban el teorema alrededor de
1896. Ciertamente, en la actualidad se conoce una amplia gama de demostraciones; estas pueden invo-
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lucrar la función zeta de Riemann (donde los métodos son ciertamente con análisis complejo), y otras
involucran análisis armónico.

71. Demuestre que si f : [a,+!) ⇑ R es una función continua tal que
∫ !

a | f (x)|dx converge entonces∫ !
a f (x)dx converge.

Solución. Considere las funciones g,h : [a,+!)⇑ R definidas por

g(x) =

{
f (x) si f (x)↑ 0,
0 si f (x)< 0.

h(x) =

{
↔ f (x) si f (x)< 0,
0 si f (x)↑ 0.

Luego

f = g↔h, | f |= g+h, g =
1
2
(| f |+ f ) , h =

1
2
(| f |↔ f ) .

En particular las funciones | f |,g,h son continuas y por lo tanto integrables en todo intervalo cerrado y
acotado contenido en [a,!). Como g y h son funciones positivas tales que 0 ↓ g(x)↓ | f (x)|, 0 ↓ h(x)↓
| f (x)|, se sigue por el Criterio de Comparación que

∫ !
a g(x)dx y

∫ !
a h(x)dx convergen. Ası́ para todo

N > a, ∫ N

a
f (x)dx =

∫ N

a
g(x)dx↔

∫ N

a
h(x)dx.

Tomando lı́mite con N tendiendo a infinito obtenemos que
∫ !

a f (x)dx converge y que
∫ !

a
f (x)dx =

∫ !

a
g(x)dx↔

∫ !

a
h(x)dx.

72. Demuestre que
∫ !

1
cosx
x2 dx converge.

Solución. Como |cosx| ↓ 1 tenemos que |cosx|
x2 ↓ 1

x2 . Además recordamos que la integral
∫ !

1
1
x2 dx con-

verge. Luego, por el Criterio de Comparación
∫ !

a
|cosx|

x2 dx. también converge. Finalmente
∫ !

1
cosx
x2 dx con-

verge por el Ejercicio 72.

73. Estudie la convergencia de
∫ !

1
|senx|

x dx.

Solución. Sea I =
∫ !

1
|senx|

x dx. Para k ↑ 1, si x → [k#,(k + 1)#], entonces x ↓ (k + 1)#, y por tanto
1
x ↑ 1

(k+1)# . Luego
∫ (k+1)#

k#

|senx|
x

dx ↑ 1
(k+1)#

∫ (k+1)#

k#
|senx|dx.

Como
∫ (k+1)#

k# |senx|dx = 2, se obtiene
∫ (k+1)#

k#
|senx|

x dx ↑ 2
(k+1)# . Por lo tanto,

∫ !

#

|senx|
x

dx ↑
!

∀
k=1

2
(k+1)#

=+!.

Ası́,
∫ !

1
|senx|

x dx diverge.

74. Sean n,m → R+. Demuestre que la siguiente integral converge
∫ 1

0 xm↔1(1↔ x)n↔1dx.

Solución. Notemos que,
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∫ 1

0
xm↔1(1↔ x)n↔1dx =

∫ 1/2

0
xm↔1(1↔ x)n↔1dx+

∫ 1

1/2
xm↔1(1↔ x)n↔1dx.

En primer lugar estudiaremos la convergencia de
∫ 1/2

0 xm↔1(1↔x)n↔1dx. Si m↔1↑ 0 entonces la integral
converge. Por otra parte si m → (0,1) tenemos que

∫ 1/2

0
xm↔1(1↔ x)n↔1dx ↓

∫ 1/2

0
xm↔1dx.

y
∫ 1/2

0 xm↔1dx < ! de donde se tiene la convergencia. De la misma manera, si n↔ 1 ↑ 0 entonces la
integral

∫ 1
1/2 xm↔1(1↔ x)n↔1dx converge. Por otra parte si n → (0,1) tenemos que

∫ 1

1/2
xm↔1(1↔ x)n↔1dx ↓

∫ 1

1/2
(1↔ x)n↔1dx

y
∫ 1

1/2(1↔ x)n↔1dx < !. De donde se deduce la convergencia de
∫ 1

1/2 xm↔1(1↔ x)n↔1dx.

75. Sea n → Z. Estudie la convergencia de la integral
∫ !

0 xn↔1e↔xdx.

Solución. Sea In =
∫ !

0 xn↔1e↔x dx con n → Z. Estudiamos la integral separándola en

In =
∫ 1

0
xn↔1e↔x dx+

∫ !

1
xn↔1e↔x dx.

Primero, en [1,!), la exponencial domina a cualquier potencia. Esto se puede probar usando el Criterio
de Comparación para n ↓ 0 y L’Hopital para n > 0. Por lo tanto,

∫ !
1 xn↔1e↔x dx converge para todo n →Z.

Ahora estudiamos el comportamiento cerca de 0. Como lı́mx⇑0+ e↔x = 1, se tiene que xn↔1e↔x es com-
parable a xn↔1 cuando x ⇑ 0+. Por el Criterio de Comparación el lı́mite

∫ 1
0 xn↔1e↔x dx converge si y solo

si
∫ 1

0 xn↔1 dx converge. Pero
∫ 1

0 xn↔1 dx converge si y solo si n↔1 >↔1, es decir, si y solo si n > 0. Co-
mo n→Z, esto equivale a n↑ 1. Por lo tanto,

∫ !
0 xn↔1e↔x dx converge si y solo si n↑ 1, y diverge si n↓ 0.

76. Demuestre que
∫ #/2

0 log(senx)dx =↔#
2 log2.

Solución. Sea I =
∫ #/2

0 log(senx)dx. Haciendo el cambio de variable u = #/2↔ x obtenemos

∫ #/2

0
logcosxdx =

∫ #/2

0
logsen

(#
2
↔ x

)
dx =

∫ #/2

0
logsenudu = I.

Sumando ambas expresiones,

2I =
∫ #/2

0
log(senxcosx)dx =

∫ #/2

0
log

(
sen2x

2

)
dx =

∫ #/2

0
log(sen2x)dx↔ #

2
log2.

Además, por el cambio de variable u = 2x,
∫ #/2

0
log(sen2x)dx =

1
2

∫ #

0
log(senu)du =

∫ #/2

0
log(senu)du, (4.4)

donde la segunda igualdad se sigue por simetrı́a. Por lo tanto, 2I = I ↔ #
2 log2. De aqui se obtiene lo

pedido.

77. Demuestre que
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∫ #

0
x log(senx)dx =↔#2

2
log2.

Solución. Sea I =
∫ #

0 x log(sinx)dx. Por el cambio de variable x ⇒⇑ #↔x, y usando que sin(#↔x) = sinx,
obtenemos I =

∫ #
0 (# ↔ x) log(sinx)dx. Sumando ambas expresiones,

2I =
∫ #

0
# log(sinx)dx = #

∫ #

0
log(sinx)dx.

Po el ejercicio anterior
∫ #

0 log(sinx)dx =↔# log2, luego 2I =↔#2 log2. Por lo tanto I =↔#2

2 log2.

78. Suponga que f ,g : [a,+!)⇑ R son dos funciones positivas y acotadas tales que existe k → R+ para el
cual

lı́m
x⇑+!

f (x)
g(x)

= k.

Pruebe que
∫ +!

a f (x)dx converge si y sólo si
∫ +!

a g(x)dx converge.

Solución. Suponemos primero que
∫ +!

a g(x)dx converge. Por definición de lı́mite, existe M > a > 0 tal
que si x ↑ M entonces f (x)/g(x)< 2k. Por lo tanto

∫ +!

M
f (x)dx ↓ 2k

∫ +!

M
g(x)dx ↓ 2k

∫ +!

a
g(x)dx.

Luego si
∫ !

M g(x)dx converge entonces
∫ !

M f (x)dx también converge. Además
∫ M

a f (x)dx es un número
positivo, luego

∫ +!
a f (x)dx también converge.

Ahora suponemos que
∫ +!

a f (x)dx converge. Por definición de lı́mite, existe N > 0 tal que para x↑N > a
se tiene f (x)/g(x)> k/2. Por lo tanto

k
∫ !

N
g(x)dx ↓ 2

∫ !

N
f (x)dx ↓ 2

∫ !

a
f (x)dx.

Luego se concluye argumentando como en el caso anterior.

79. Demuestre que si f (x) es una función nonegativa y no creciente tal que
∫ !

a f (x)dx converge, entonces
lı́mx⇑! x f (x) = 0. Este resultado fue obtenido por Norris en [14].

Solución. Como
∫ !

a f (x)dx converge tenemos por el Criterio de Cauchy que para todo ! > 0 existe M > 0
tal que si u,v > M, entonces |

∫ v
u f (x)dx| < !. Por lo tanto, lı́mu⇑! |

∫ 2u
u f (x)dx| = 0. Como f es no

creciente, para u > 0, tenemos que 0 ↓ u f (2u)↓
∫ 2u

u f (x)dx. Luego lı́mu⇑! u f (2u) = 0. Reemplazando
x = 2u,

0 = lı́m
u⇑!

u f (2u) = lı́m
x⇑!

x
2

f (x) =
1
2

lı́m
x⇑!

x f (x).

Con esto concluimos que lı́mx⇑! x f (x) = 0. Bajo las hipótesis del ejercicio tenemos que lı́mx⇑! f (x) = 0
(como la función es monótona, caso contrario la integral no serı́a convergente). Lo que hemos probado
es que la velocidad con que la función converge a cero en infinito es más rápida que la velocidad con
que la identidad crece a infinito.

80. La transformada de Laplace de una función F : [0,+!)⇑ R se define como función de s dada por

L (F)(s) :=
∫ !

0
e↔sxF(x)dx,
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para los valores de s en los cuales la integral converge. Esta transformación es análoga a las series de
potencias y se utiliza para resolver ecuaciones diferenciales.

a) Demuestre que si s > a entonces L (eax) = 1
s↔a y L (cos(ax)) = s

s2+a2 .

b) Sea F : [0,+!)⇑ R una función diferenciable. Suponiendo que lı́mM⇑+! e↔sMF(M) = 0 para todo
s, demuestre que

L (F ⇐(x)) = sL (F(x))↔F(0).

c) Sea F : [0,+!)⇑ R una función dos veces diferenciable. Suponiendo que lı́mM⇑+! e↔sMF(M) = 0
para todo s, demuestre que

L (F ⇐⇐(x)) = s2
L (F(x))↔ sF(0)↔F ⇐(0).

d) Aplicando la transformada de Laplace, determine F de modo tal que F ⇐⇐(x)+F(x)= x donde F(0)= 0
y F ⇐(0) = 2. Ayuda: L (x) = 1/s2 y L (senx) = 1/(s2 +1).

Solución:

a) Como s↔a > 0, tenemos

L (eax) =
∫ !

0
e↔sxeaxdx =

∫ !

0
e↔(s↔a)xdx = lı́m

M⇑!

1↔ e↔(s↔a)M

s↔a
=

1
s↔a

.

Por otra parte

L (cos(ax)) =
∫ !

0
e↔sx cos(ax)dx = lı́m

M⇑!

e↔sx(asen(ax)↔ scos(ax))
s2 +a2

∣∣∣
M

0
=

s
s2 +a2 .

b) Integrando por partes, haciendo u(x) = F(x) y dv(x) = e↔sx, obtenemos

L (F(x)) =
∫ !

0
e↔sxF(x)dx = lı́m

M⇑!

(
↔F(x)e↔sx

s

)x=M

x=0
↔

∫ !

0

e↔sx

↔s
F ⇐(x)dx =↔F(0)

↔s
+

1
s
L (F ⇐(x)).

De donde se tiene el resultado.
c) Tenemos

L (F ⇐⇐(x)) = sL (F ⇐(x))↔F ⇐(0) = s(sL (F(x))↔F(0))↔F ⇐(0)

= s2
L (F(x))↔ sF(0)↔F ⇐(0).

d) Aplicando la transformada de Laplace a la ecuación tenemos que L (F ⇐⇐(x)+F(x)) = L (x) = 1/s2.
Por otra parte, como

L (F ⇐⇐(x)+F(x)) = L (F ⇐⇐(x))+L (F(x)),

se tiene

s2
L (F(x))↔ sF(0)↔F ⇐(0)+L (F(x)) =

1
s2 .

Ası́

L (F(x)) =
2s2 +1

s2(s2 +1)
=

1
s2 +

1
s2 +1

.

Como L (x) = 1/s2 y L (senx) = 1/(s2+1), se tiene que L (x+ senx) = 1
s2 +

1
s2+1 . Por lo tanto una

solución de la ecuación viene dada por F(x) = x+ senx.
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81. El siguiente resultado aparece en [10]. Nos entrega condiciones para que el estudio de las integrales
impropias tenga propiedades similares al estudio de series. Suponga que

∫ !
a f (x)dx converge. Demuestre

que lı́mx⇑! f (x) = 0 si y sólo si

lı́m
∀⇑0

lı́m
t0⇑!

sup
t1,t2

{| f (t1)↔ f (t2)| : t1, t2 ↑ t0, |t1 ↔ t2|↓ ∀}= 0.

Solución. Si lı́mt⇑! f (t) = 0, entonces para todo ! > 0 existe t0 tal que | f (t)|↓ !/2 para t ↑ t0. Ası́ para
t1, t2 ↑ t0 se cumple que

| f (t1)↔ f (t2)|↓ | f (t1)|+ | f (t2)|↓ !.

Con esto basta considerar t0 suficientemente grande para que se satisfasga lo pedido.
Suponemos ahora que el lı́mite del enunciado es cero. Por contradicción asumimos que lı́mt⇑! f (t) ≃=
0, y luego existe b > 0 y (xn)n→N tendiendo a infinito tal que ∞n → N f (xn) ↓ ↔b o bien f (xn) ↑ b.
Consideraremos solo el caso en que f (xn) ↑ b, el otro es análogo. Por hipótesis existe ∀ y t0 de modo
que | f (t1)↔ f (t2)|↓ b/2 para t1, t2 ↑ t0 y |t1↔ t2|↓ ∀ . Además como

∫ !
a f (t)dt converge, por el Criterio

de Cauchy existe R ↑ t0 de modo que para P > Q > R,
∣∣∣∣
∫ P

Q
f (t)dt

∣∣∣∣< b∀ .

Luego considerando N → N tal que xN > R+ ∀ , entonces f (t) ↑ b/2 para xN ↔ ∀ ↓ t ↓ xN + ∀ , ya que
aN ↔∀ > R> t0. Además como xN ↔∀ > R podemos ocupar el Criterio de Cauchy como ya se mencionó.
Sin embargo, ∣∣∣∣

∫ aN+∀

aN↔∀
f (t)dt

∣∣∣∣↑ (b/2)(2∀ ) = b∀ ,

lo que contradice el Criterio de Cauchy, con esto obtenemos la deseada contradicción.

82. Demuestre que si f : [a,!)⇑R es una función continua tal que
∫ !

a f (x)dx converge entonces lı́mx⇑! f (x)=
0 si y sólo si f es uniformemente continua. Ver [10].

Solución. Supongamos primero que lı́mx⇑! f (x) = 0. Sea ! > 0. Existe M > a tal que si x↑M, entonces
| f (x)|< !

2 . Como f es continua en el compacto [a,M+1], es uniformemente continua en [a,M+1]. Por
tanto, existe ∀1 > 0 tal que si x,y → [a,M + 1] y |x↔ y| < ∀1, entonces | f (x)↔ f (y)| < !. Tomamos
∀ = mı́n{∀1,1}. Si x,y → [a,!) y |x↔ y| < ∀ , entonces, o bien ambos están en [a,M +1], y ya tenemos
la desigualdad, o bien ambos son mayores que M. En este último caso,

| f (x)↔ f (y)|↓ | f (x)|+ | f (y)|< !.

Ası́, f es uniformemente continua.
Recı́procamente, supongamos que f es uniformemente continua. Queremos probar que f (x) ⇑ 0. Su-
pongamos que no. Entonces existen !0 > 0 y una sucesión xn ⇑ ! tales que | f (xn)| ↑ !0. Por con-
tinuidad uniforme, existe ∀ > 0 tal que si |x↔ y| < ∀ , entonces | f (x)↔ f (y)| < !0

2 . Luego, para todo
x →


xn,xn +

∀
2

, se tiene | f (x)|> !0

2 y f (x) conserva el mismo signo que f (xn). Por tanto,
∣∣∣∣
∫ xn+∀/2

xn
f (x)dx

∣∣∣∣>
!0

2
· ∀

2
=

!0∀
4

.

Pero como la integral impropia converge, por el Criterio de Cauchy, las integrales sobre intervalos sufi-
cientemente alejados deben ser arbitrariamente pequeñas. En particular, para n grande,

∣∣∣∣
∫ xn+∀/2

xn
f (x)dx

∣∣∣∣<
!0∀
4

,
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lo cual es una contradicción. Por lo tanto, lı́mx⇑! f (x) = 0.

83. Sea f : [a,!)⇑R, una función dos veces diferenciable. Demuestre que si f y f ⇐⇐ son acotadas entonces
también los es f ⇐ (ver [10]).

Solución. Como f y f ⇐⇐ son acotadas, existen constantes A,B ↑ 0 tales que | f (x)| ↓ A y | f ⇐⇐(x)| ↓ B
para todo x → R. Fijemos x → R. Por el Teorema de Taylor, existe , → (x,x+ 1) tal que f (x+ h) =
f (x)+h f ⇐(x)+ h2

2 f ⇐⇐(, ). Despejando f ⇐(x) y estimando obtenemos

| f ⇐(x)|↓ | f (x+h)|+ | f (x)|
h

+
h
2
| f ⇐⇐(, )|.

Usando las cotas de f y f ⇐⇐, se tiene que | f ⇐(x)| ↓ 2A
h + Bh

2 . Si B > 0, elegimos h = 2
√

A/B. Entonces
| f ⇐(x)|↓ 2

⇓
AB. Como esta cota no depende de x, concluimos que f ⇐ es acotada. Notamos que si B = 0,

entonces f ⇐⇐ = 0, luego f es una función afı́n, es decir f (x) = ax+b. Como f es acotada en R, necesa-
riamente a = 0. Por lo tanto f ⇐(x) = 0 para todo x → R, y en particular f ⇐ es acotada. En conclusión, si f
y f ⇐⇐ son acotadas, entonces f ⇐ también es acotada.

84. Demuestre que si
∫ !

a f (x)2dx y
∫ !

a f ⇐⇐(x)2dx convergen entonces también converge
∫ !

a f ⇐(x)2dx. Además
lı́mt⇑! f (t) = 0 (ver [10]).

Solución. Integrando por partes tenemos que
∫ x

a
f (t) f ⇐⇐(t)dt = f (x) f ⇐(x)↔ f (a) f ⇐(a)↔

∫ x

a
( f ⇐(t))2dt.

Como f 2 + f ⇐⇐2 ↑ 2| f f ⇐⇐|, la integral del lado izquierdo converge, basta integrar en esta última desigual-
dad para verlo. Luego tenemos dos posibilidades o bien

∫ !
a f ⇐2 converge, o tiende a infinito monótona-

mente. Suponiendo que la integral tiende a infinito, entonces f · f ⇐ también lo lo hace por la primera
igualdad. Pero note que esto es imposible ya que si fuera ası́ como f 2 + f ⇐⇐2 ↑ 2| f f ⇐⇐|, entonces f 2 o f ⇐⇐2
se va a infinito y por ende la integral de tal función serı́a divergente y esto nos llevarı́a a una contradic-
ción. Ası́ obtenemos que la integral pedida converge y además lı́mx⇑! f (x) f ⇐(x) también converge.
Por último como lı́mx⇑! 2 f (x) f ⇐(x) = lı́mx⇑!( f 2)⇐(x) converge, existe t0 tal que para t ↑ t0 |( f 2)⇐(t)|
es acotada. Además la función ( f 2)⇐ continua en el compacto [a, t0] alcanza su máximo. Ası́ la función
es acotada en [a,!). Luego tal como vimos en el ejercicio anterior, por el Teorema del Valor Medio f 2

es uniformemente continua ya que su derivada es acotada. Finalmente, por el Ejercicio 83 se tiene que
como f 2 es uniformemente continua y su integral converge, entonces lı́mx⇑! f 2(x) = 0 y por lo tanto
lı́mx⇑! f (x) = 0 como deseabamos probar.

85. El siguiente resultado es debido a Sard [17]. Sea P = {t1, t2, . . .} una partición de [a,!) con puntos
marcados tℜi → [ti, ti+1]. Sea f : [a,!) ⇑ R una función no negativa y no creciente tal que

∫ !
a f (x)dx

converge. Entonces la suma de Riemann generalizada ∀!
i=1 f (tℜi )(ti+1 ↔ ti) converge a

∫ !
a f (x)dx cuando

la norma de la partición tiende a cero.

Solución. Para demostrar esto, probaremos primero una afirmación más general. Sea f una función
acotada e integrable en [a, t] para todo t ↑ a. Denotemos Mj = supx→[a+ j↔1,a+ j] | f (x)|. Supongamos que
∀!

j=1 Mj < !. Demostraremos que en este caso la integral impropia I =
∫ !

a f (x)dx existe, y que el lı́mite
de las sumas de Riemann sobre particiones marcadas converge a I.
Sea P una partición marcada con norma ∋ = sup(ti+1 ↔ ti). Asumiremos sin pérdida de generalidad
que ∋ ↓ 1. Agruparemos los términos de la suma de Riemann y de la integral en bloques de longitud 1.
Definimos
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I j =
∫ a+ j

a+ j↔1
f (x)dx, u j(P) = ∀

i→Uj

f (tℜi )(ti+1 ↔ ti),

donde Uj = {i : a+ j↔1↓ ti < a+ j}. De este modo, la integral se escribe como I =∀!
j=1 I j y la suma de

Riemann como S(P) = ∀!
j=1 u j(P). Como |I j|↓ Mj y la serie de los Mj converge, la integral impropia

I está bien definida y es absolutamente convergente.
Para acotar u j(P), notemos que si i →Uj, entonces ti → [a+ j↔1,a+ j). Como la norma de la partición
es ∋ ↓ 1, el extremo derecho satisface ti+1 ↓ a+ j+∋ ↓ a+ j+1. En consecuencia, el punto marcado tℜi
pertenece necesariamente al intervalo [a+ j↔1,a+ j+1], lo que implica que | f (tℜi )|↓máx(Mj,Mj+1)↓
Mj +Mj+1. Por otro lado, la suma de las longitudes de los subintervalos en Uj no excede la longitud del
intervalo que cubren, la cual es a lo más 1+∋ ↓ 2. Por lo tanto,

|u j(P)|↓ ∀
i→Uj

| f (tℜi )|(ti+1 ↔ ti)↓ 2(Mj +Mj+1).

Dado que la serie ∀!
j=1 2(Mj +Mj+1) converge por hipótesis y es independiente de la partición P , el

Test M de Weierstrass nos asegura que la serie de funciones (en el espacio de las particiones) S(P) =
∀!

j=1 u j(P) converge uniformemente respecto a P .
Además, por la integrabilidad de f en intervalos finitos, sabemos que para cada j fijo,

lı́m
∋⇑0

u j(P) =
∫ a+ j

a+ j↔1
f (x)dx = I j.

Gracias a la convergencia uniforme garantizada por el Test M, es lı́cito intercambiar el lı́mite (∋ ⇑ 0)
con la suma infinita:

lı́m
∋⇑0

S(P) = lı́m
∋⇑0

!

∀
j=1

u j(P) =
!

∀
j=1

lı́m
∋⇑0

u j(P) =
!

∀
j=1

I j = I.

Esto concluye la demostración del lema general.
Para resolver el problema especı́fico, observamos que si f es no negativa, no creciente y

∫ !
a f (x)dx

converge, entonces por el test de la integral para series, la suma ∀!
j=1 f (a+ j↔1) converge. Puesto que

f es no creciente, su supremo en el intervalo [a+ j ↔ 1,a+ j] se alcanza en el extremo izquierdo, es
decir, Mj = f (a+ j↔1). En consecuencia, ∀!

j=1 Mj < !, por lo que se satisfacen todas las hipótesis de
nuestro lema general, quedando ası́ probado el resultado de Sard.
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